4. Ubung aus MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie
SS 2013

(a) Was fiir ein Mengensystem auf 2 := [0, 1) ist

T 1 1 1+1 .
=g oo ) im0 e

b—a, b<1,
2—a, a<b=1

(b) Ist pu(la,b)) := { ein Inhalt bzw. Maf} auf T?

. Kann man eine auf einem beliebigen Mengensystem € D {()} gegebe-
ne nichtnegative, additive Mengenfunktion p mit u() = 0 immer zu
einem Inhalt auf (<) fortsetzen?

. Man zeige, dass es zu einem endlichen Mafl u auf einem o-Ring R
nur hochstens abzihlbar viele disjunkte Mengen A € R mit p(A) >0
geben kann.

. Auf dem Mengensystem
¢:={(a,b] x (0,1]: 0<a<b<1}U{(0,1] x (a,b] : 0<a<b< 1}
auf Q = (0,1)? ist die Mengenfunktion z definiert durch

pl(a,b] x (0,1]) = pu((0,1] x (a,b) =b—a.
(a) Ist € eine Semiring?
(b) Ist p additiv auf €?
(c) Ist die Fortsetzung von p auf R(€) eindeutig?
. Ist (wi)ier eine Familie von Inhalten auf einem Ring, sodass fiir alle

i,j € I einl € I existiert mit p; < py, pj < gy (d.h. die Familie ist
nach oben gerichtet), dann ist auch u(A) := sup p;(4) V A € R ein

(2
Inhalt auf R. Sind die p; Mafle, dann ist auch p ein Ma8B.

. Welche der folgenden Mengenfunktionen auf 3(2) sind duflere Mafle?

(a) .
N | 0, falls A=0,
piA) = { 1, falls A #0Q.

(b)

1 (A) = { 0, falls A hochstens abzéhlbar,

oo, falls A iiberabzihlbar unendlich.;



()
0, falls A endlich,
1, falls A unendlich.

p(A) == {
(d) Essei 2 =R.

“(A) := 0, falls A beschrénkt,
H " | 1, falls A nicht beschrinkt.

(e) 2] = o0

J(A) = a1, falls |[Al =n,
1, falls |A| = oco.
7. Man zeige, dass fiir jede abzéhlbare Teilmenge A := {x, : n € N} von

R und jede Folge nichtnegativer Zahlen p, mit > p, =1 auf dem
neN
Semiring J := {(a,b] : —0o0 < a <b < oo} durch u((a,b])) = > pp.
zn€(a,b]
ein Maf} definiert wird, und man bestimme p* sowie die o-Algebra der
w*-meBbaren Mengen.



