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Laplace-Raume und Kombinatorik

1.1 Laplace-Rdume

Nachdem wir die grundlegenden Eigenschaften von Maf3en kennengelernt ha-
ben, wollen wir diese auf einfache Fragestellungen aus der Wahrscheinlich-
keitstheorie anwenden. Dazu bendtigen wir ein paar Begriffe, die im Buch
erst spater behandelt werden.

Definition 1.1. Ein Tupel ({2, &) bestehend aus einer nichtleeren Menge {2 und
einer o-Algebra & auf 2 wird Messraum genannt.

Definition 1.2. Unter einem MafSraum versteht man ein Tripel (2,6, 1), bei
dem (£2,8) ein Messraum ist und p ein Mafs auf &. Ist u ein Wahrscheinlich-
keitsmafs, so spricht man von einem Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Mengen aus & werden allgemein als messbare Mengen bezeichnet, aber
bei Wahrscheinlichkeitsraumen nennt man diese Mengen Ereignisse. Die lee-
re Menge () heilt dann unmégliches Ereignis, der ganze Raum (2 sicheres
Ereignis, die einelementigen Mengen {w} € &,w € (2 nennt man in diesem
Fall Elementarereignisse und die einzelnen Punkte w € (2 bezeichnet man als
Ausgénge oder Ergebnisse.

Thren historischen Ausgangspunkt hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung bei
der Betrachtung von Gliicksspielen genommen, bei denen nur endlich viele
Ausginge auftreten, die als gleichwahrscheinlich vorausgesetzt werden. Die
dafiir addquaten Modelle bezeichnet man heute als Laplace-Réaume.

Definition 1.3. Ein Laplace-Raum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,6, P)
mit |2] < oo, P{w}) = P{w'}) V w,w € 2 und & = P(£2). P nennt
man die diskrete Gleichverteilung auf {2 (i.Z. U|q|).

Lemma 1.4 (klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition).
Ist (12,8, P) ein Laplace-Raum, so gilt fiir jedes A C (2
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_ Al

P(A) = o

Insbesondere gilt fiir die Elementarereignisse
P{w}) = L Vwe 2.
|£2]
Beweis. Mit m := |2| und c:= P({w}) V w folgt aus der Addititivitdt von P

1:P(Q):ZP({W}):mc = c:%:%.
wen

Besteht A C (2 aus den Ergebnissen {w;, ...,w,}, so folgt genauso

P =3 Pl = & = |5

O

Um Wahrscheinlichkeiten in einem Laplace-Raum zu bestimmen, muss man
die Anzahl der Ausgénge eines Ereignisses abzdhlen. Wir wollen daher kurz
ein paar elementare Begriffe und Resultate der Kombinatorik vorstellen.

1.2 Geordnete Stichproben mit Wiederholungen

Als erstes betrachten wir k Ziehungen mit Zuriicklegen aus {1,...,n} un-
ter Beachtung der Reihenfolge. Die Ergebnisse dieses Versuchs nennt man
k-elementige geordnete Stichproben mit Wiederholungen aus {1, ...,n} oder

kurz k-Variationen aus n .
Die Menge {2 dieser Ausgédnge kann angeschrieben werden als

Q=V={(x1,...,x1): z; €{1,...,n}}.

Da ein k-Tupel (z;...,z)) nur eine andere Schreibweise fiir eine Funktion
¢:{1,....,k} — {1,...,n} mit (i) = x; ist, kann man V;* als Menge aller
Funktionen ¢ : {1,...,k} — {1,...,n} auffassen.

Klarerweise gilt [V;*| = n, und, da man jedes ¢ : {1,...,k—1} — {1,...,n}
durch ¢(i) == ¢(i), 1 < i < k—1und (k) aus {1,...,n} beliebig auf n
Arten zu einer Fumktion ¢ : {1,...,k} — {1,...,n} fortsetzen kann, folgt

aus der Annahme ‘Vk’ll‘ = n*~1 sofort ’Vk” k

= n*. Damit ist ’17,@”71’ =n
durch vollstandige Induktion gezeigt.

Beispiel 1.5 (maximale Augenzahl bei 5-maligem Wiirfeln). Wiirfelt man 5-mal
mit unterscheidbaren Wiirfeln, so kann man den Merkmalraum beschreiben
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durch 2 = {(x1,...,25) : ; € {1,...,6}}, und es gilt [2] = 6°. Uns in-
teressiert die Wahrscheinlichkeit, mit der die maximale Augenzahl bei diesen
Wiirfen die Werte 1,...,6 annimmt, d.h. wir miissen die Wahrscheinlichkeit
der Ereignisse A; := {(z1,...,25) € 2: max z; = j} berechnen.

Dazu betrachten wir zunéchst die Ereignisse
B = {(z1,...,25) € 2 :maxz; <j} ={(z1,...,25) 2, € {1,...,j}}.

Das sind die 5-Variationen aus j mit Wiederholungen. Deshalb gilt

.\ 5
5 J
Bl =i* und P = (3)
AUSBj - Bj+1 fliri = 17...,5, Aj :Bj\Bj,1 fiir 2 S] < 6 bzw. A1 :Bl
folgt nun wegen der Subtraktivitdt der Mal3funktion

1 .
= 5 P(4)) = P(B)) — P(Bj_1) = ;-1

P(A;)
Wiirfelt man n-mal, so gilt fiir das Ereignis Bs, dass dabei kein ,,6-er“ auftritt,
offensichtlich P(Bs) = (2)". Betrachtet man nun eine Folge von Wiirfen, so
ist B := () B,, das Ereignis, dass in der gesamten Folge keine ,,6 auftritt.

neN
Man beachte, dass B # (0, da (1,1,...) € B. Aber es gilt auch B,, D B, 11

vV n € N, sodass aus der Stetigkeit von oben folgt

n

P(B) =lim P(B,) = lim (2>n =0.

1.3 Geordnete Stichproben ohne Wiederholungen

Betrachten wir als zweiten Fall £ Ziehungen aus {1,...,n} ohne Zuriicklegen
und unter Beachtung der Reihenfolge. Das Ergebnis dieses Versuchs wird als
k-elementige geordnete Stichprobe aus {1,...n} ohne Wiederholungen oder
als k-Variation aus n ohne Wiederholungen bezeichnet. Man kann diesen Ver-
such durch das Laplace-Modell (£2,93(£2), U}|) beschreiben mit

=V ={(x1,...,z):x; €{1,...,n}, und x; #x; Vi#j}.

Die k-Tupel (z; ...,zx) in V; entsprechen natiirlich den injektiven Funktio-
neny:{l,...,k} = {1,...,ntmitp(i)=2; V1<i<k.
Es bleibt nur noch die Anzahl der Ausgénge zu berechnen.

Natiirlich gilt |[V}*| = n, und mit der Bezeichnung (n); := 1:[ (n —1) folgt aus
i=0

der Annahme |V} || = (n),—1 sofort [V;*| = (n);, denn jede Funktion ¢ aus

Vi | kann durch ¢(¢) :== ¢(i) V1 <i <k — 1 und mit beliebigem ¢ (k) aus
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{1,...,n}\ {e(),...,0o(k = 1)} auf n — (k — 1) = n — k + 1 Arten zu einer
Funktion ¢ aus V;” fortgesetzt werden. Somit haben wir durch Induktion nach
k bewiesen, dass |V}| = (n); gilt. Fiir K = n erhédlt man |V}'| = (n),, = n! und
die Elemente von V;” sind die Permutationen von {1,...,n}.

Beispiel 1.6. Man bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewahl-

te Permutation 7y, ..., T, mindestens einen Fixpunkt enthillt, sodass fiir ein

1<i<ngilti=m.

Lésung: Ist (my,...,m—1,%, Tit1,...,Ty) eine Permutation mit i = m;, so ist

(1, ., Mi—1, Ti+1,- .-, ) eine Permutation von (1,...,i — 1,7 + 1,...,n)}

und umgekehrt. Daher enthélt die Menge A; der Permutationen mit i = 7;
n

genau (n — 1)! Elemente, und A := |J A; ist die Menge aller Permutationen
i=1

mit mindestens einem Fixpunkt. Nun folgt aus dem Additionssatz

n n k
P (U A,~> => (-1F! > P4,

k=1 1<qi1 <...<ix<n

n
Aber die Wahrscheinlichkeiten der Durchschnitte () A;; sind leicht zu bestim-
j=1
n . . . .
men, denn (] A;; enthéllt gerade die Permutationen mit 7;; = i;, bei denen
i=1
nur die n — k Zahlen aus {1,...,n} \ {i1,...,4} permutiert werden kénnen.

k
=(n—-klundP| N A= =k und weiters
=1

n!
j:

Daraus folgt

J

k
A,
=1

)5k

=1 1 1<ii<..<ip<n

~ (D Z 1. (1.1)

DL 1<i <. <ix<n

Der inneren Summe in (1.1) entspricht die Anzahl der Moglichkeiten eine k-
elementige Teilmenge aus {1,...,n} auszuwahlen. Das ist gerade die Anzahl
von Moglichkeiten k Ziehungen ohne Zuriicklegen aus {1, ..., n} durchzufiih-
ren, wobei die Reihenfolge unerheblich ist. Damit werden wir uns im néchsten
Abschnitt beschiftigen.

1.4 Ungeordnete Stichproben ohne Wiederholungen

Das Ergebnis von & Ziehungen aus {1,...,n} ohne Zuriicklegen und ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge nennt man eine k-elementige, ungeordnete
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Stichproben aus {1,...,n} ohne Wiederholungen oder eine k-Kombination
aus n ohne Wiederholungen. Fiir den Ergebnisraum {2 verwenden wir die
Bezeichnung K7, d.h. K = {{z1,...,zx} C{1,...,n}}.

Zu jeder Menge {z1, ..., 2} gibt es genau k! geordnete Tupel (z,,,..., %z, ),
die durch Permutation von 1,...,k aus {z1,...,2;} hervorgehen, und aus

{z1,.. .z} #{y1,...,y} folgt (zr,, ..., 2x,) # (Y5,,-- -, Yz, ) flr alle zuge-
horlgen Variationen. Also gilt |K}'| k! = \Vk | bzw.

Vel _ e nl _(n)
IKEl = Kk k(m—k)! \k/) (1.2)

Eingesetzt in (1.1) ergibt das P (U A; > kX_:( 1)’“*1% = kz—:l (71,2,“1 ,
und die Wahrscheinlichkeit des komplementiren Ereignisses, dass eine Per-

mutation keinen Fixpunkt besitzt, ergibt sich zu

P(A) -2 5

=0

Die explizite Formel (}) = m ist bei groflem n und & zur numerischen
Berechnung ungeeignet. Dafiir greift man besser auf eine Rekursion zuriick,
die einen anderen Weg zur Bestimmung von | K| aufzeigt.

Man kann {z1,...,x;} entweder aus {1,...,n — 1} auf | K" '| Arten wihlen
oder man wéhlt {z1,...,z;_1} aus {1,...,n — 1} auf |K;'~| Arten aus und
fiigt n als k-tes Element dazu. Daher gilt

|KR| = K2+ [ (1.3)

Mit K := 1 ergibt sich folgendes Rekursionsschema

n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1

das als Pascal’sches Dreieck bekannt ist.
Tatséchlich gilt () = 1 = |K§|, (;) =1 = |K?|, (}) = 1 = |K}]|, und aus
(") = |K; Y folgt

k
" n n n—1 n—1
e =it = () + ()

- (k:—lg?(ni);f—l)! (nik:Jrlt) k'(nn'—k)' <:>
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Also gilt |[K?| = (}) firallen € Ng, 0< k<n.

Nun gibt es zu jeder Menge {z1,...,z;} genau eine Permutation 7, ..., 7,
sodass zr, < ... < zr,. (In der Statistik wird fiir z., < ... < z,, auch die
Notation z (1) < ... < () verwendet.)

Aber z,, < ... < z,, entspricht einer strikt monoton wachsenden Funktion
v {1,...,k} = {1,...,n} mit (i) := z,,, und umgekehrt gehort zu jeder
derartigen Funktion gerade eine Menge {¢(1),...,9(k)} C{1,...,n}.

Man kann daher K7} interpretieren als die Menge der strikt monoton wach-
senden Funktionen von {1,...,k}in {1,...,n}.

Den Kombinationen z := {z,...,z;} aus K;' kann man auf bijektive Weise

1, dj:rzj=1
0, sonst

)

Funktionen b : {1,...,n} — {0,1} zuordnen durch »* := {

n k
wobei klarerweise gilt > b7(i) = > b"(x;) = k.
i=1 j=1
Man nennt (b*(1),...,b%(n)) die zu = gehdrigen Besetzungszahlen.

Aus z # y = {vy1,...,yx} folgt 35 : y; & {z1,...,2x} = b (y;) = 0,
b¥(y;) = 1 und somit b” # b¥, d.h. die Zuordnung = — b” ist injektiv.

Umgekehrt bildet fiir jede Funktion b : {1,...,n} — {0,1} mit > b(¢) = k die
i=1

Menge {i : b(i) = 1} eine k-elementige Teilmenge von {1, ... Tn} Daher ist
die Zuordnung auch surjektiv.

Beispiel 1.7 (Lotto ,,6 aus 45“).
45
Q={{z1,... 26} C{1,...,45}} = |0 = (6) = 8145060 .

Sind nun {g, ..., gs} die 6 Gewinnzahlen einer Ziehung, so ist

Az = {{r1,r2,r3} U {s1, 52,83} : {r1,72,73} € {g1,---. 96}
{81752733} g {17 .. )45} \ {g].? .. agﬁ}}
die Menge aller Kombinationen aus K§3°, bei denen genau 3 Zahlen richtig
und 3 Zahlen falsch sind, also die Menge aller ,, Dreier® .

Da es (3) Moglichkeiten gibt {r1,72,73} aus {gi,...,9¢} auszuwidhlen und
(%) Méglichkeiten {s;, 52, staus {gi,...,gs}° zu ziehen, gilt [ 43| = () (¥).

s 3
Daraus folgt P(A3) = % .

1.5 ungeordnete Stichproben mit Wiederholungen

Das Ergebnis von k Ziehungen aus {1,...,n} mit Zuriicklegen ohne Beach-
tung der Reihenfolge, fiir das wir die Bezeichnung [z1,..., 2] verwenden
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werden, wird k-elementige, ungeordnete Stichprobe aus {1,...,n} mit Wie-
derholungen oder k-Kombination aus n mit Wiederholungen genannt. Fiir die
Menge dieser Kombinationen gebrauchen wir die Notation K’ .

Ist die Reihenfolge unerheblich, so unterscheidet man nicht zwischen zwei
Variationen (z1,...,2%), (Y1,-..,yx) aus V;*, wenn sie durch Permutation
ineinander iibergehen, wenn also fiir eine Permutation 71,...,m, von1,...,k
gilt y,, = x; Vi =1,..., k. Dadurch wird eine Aquivalenzrelation auf V;"
gebildet, und K » ist die Menge der Restklassen beziiglich dieser Relation.

Ist (x1,...x) ein Reprasentant der Restklasse [z1,...,x], so wird dieser
durch die Permutation

m :=min<se€{l,....k}:x; = min xz;
1 { {a 7} 7 1<5<k j}7

Ty = min {z e{l,...;k}\{m}:2; = min xj} ,
J¢{m}

T ::min{ie{1,...7k}\{7r1,...,7rk1}::Ei: min xj}
JE{m, Te—1}

der Grofse nach geordnet. Da (x(1), Z(2), - - -, T(k)) = (Trys Ty, - - - T, ) durch
Permutation aus (x1, ..., xy) hervorgeht, liegt es in [x1, ..., x].
(1), (2),- -, T(k)) ist, wie im folgenden Lemma gezeigt, eindeutig bestimmt.

Lemma 1.8. Gibt es zu z1 < ... < 23 und y; < ... < yi eine Permutation w
von {1,....k}mity, =x,, Vi=1,...,s0gilty, =xz; Vi=1,...,k.

Beweis. Gibt es ein y;, # xj , wobei wir 0.B.d.A. y; < x; annehmen, dann gilt
Yi=Tm, SYh<zp <...<zp, V1<i<h = 7Ti¢{h,...,k}V1§i§h.
Das fithrt zum Widerspruch {mq,...,m,} C{1,...,h —1}. O

Dem geordneten k-Tupel (), ...,z ()) entspricht aber die monoton steigen-
den Funktion ¢ : {1,...,k} — {1,...,n} mit (i) = z(;) . Man kann daher IN{,’;
als Menge der monotonen Funktionen ¢ von {1,...,k}in {1,...,n} ansehen.
Nun kann man jeder monotonen Funktion ¢ : {1,...,k} — {1,...,n} durch
Tp(i) :=p(i)+i—1 Vi=1,...,k eine strikt monoton wachsende Funktion
Te:{1l,...,k} = {1,...,n+ k — 1} zuordnen.

Diese Zuordnung ist injektiv, denn aus ¢(i) # (i) folgt Tp(i) # T (i) .

Ist andererseits ¢ : {1,...,k} — {1,...,n 4+ k — 1} strikt monoton wachsend,
so ist ¢ definiert durch ¢(4) := (i) — i + 1 eine wachsende Funktion von
{1,...,k}in{1,...,n},dag(@)—i+1>@(i—1)—i+2=0(i—1)—(i—1)+1.
Somit ist die Zuordnung auch surjektiv. Daraus folgt

_ |K]?+k—1| _ (n+ k— 1) ) (1.4)

& ¢
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Zu jeder Variation mit Wiederholungen x := (z1,...,2x) € ‘N/k" kann man
eine Funktion +* : {1,...,n} — {0,...,k} mit > ~4*(j) = k definieren
j=1

durch +*(j) := |{i : z; = j}|. Diese Funktion verdndert sich nicht durch

Vertauschung der Reihenfolge der z1,...,z; . Somit wird durch jedes x der

Aquivalenzklasse [x] := [z1, ..., z] dieselbe Funktion ~ gebildet, deren Werte

~(1),...,v(n) man als Besetzungszahlen der Kombination bezeichnet.

Sind [z] # [y] zwei Kombinationen aus K} mit h := min{i : x(;) # y¢;)} und

b= ’{Z <h-1: Ty = x(h)}‘ , so gilt v* (.’L‘(h)) > b+ 1 aber /¥ (x(h)> <b.

Daraus folgt 4* # ¥, d.h. die Zuordnung [z] — ~* ist injektiv.

Ist umgekehrt v : {1,...,n} — {0,..., k} eine Funktion mit >_ ~(j) = k und
j=1

ist v gerade an den Stellen i; < -- - < 4,, positiv, so wird durch

e(1) = =p((1)) =10

m—1 m
w(Z v(ij)+1> == | Y ) | =i
Jj=1 j=1

eine monoton wachsende Funktion auf {1,...,k} mit Werten aus {1,...,n},
d.h. eine Kombination aus K’ definiert, und offensichtlich gilt v¥ = ~ . Daher

ist die Zuordnung auch surjektiv.

_ (n+l’:71

k als Summe von n nichtnegativen Summanden (1), ...,~v(n) darzustellen.
Diese Anzahl lésst sich auch leicht direkt herleiten:

Man denke sich die n Summanden als n Urnen, dargestellt durch n — 1 Trenn-
striche, d.h. der Raum links des ersten Strichs bildet die erste Urne, der Raum
zwischen erstem und zweitem Strich die zweite Urne und schlieRlich der Platz
rechts des n — 1-ten Strichs die n-te Urne. Nun verteilt man & Kugeln so auf
die Urnen, dass die i-te Urne gerade ~(¢) Kugeln enthalt.

Demnach stimmt ‘f( fig ) iiberein mit der Anzahl von Moglichkeiten

00|||0]|]|...[0]000

Dadurch erhélt man eine, wie in der obigen Abbildung gezeigte Anordnung.

Kodiert man die Kugeln durch Nullen und die Striche durch Einsen, so ent-

spricht jeder Anordnung ein n + k — 1-Tupel (by,...,bp1r—1) mit b; € {0,1}
n+k—1

und '21 b; =n — 1. Davon gibt es bekanntlich ("**71) = ("*F 7).
=
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Ein Beispiel zum Lemma von Borel-Cantelli

Beispiel 2.1. Man wirft eine Miinze immer wieder. A,, ist das Ereignis, dass die
letzten [(14¢) log, n] Wiirfe bis zum n-ten Wurf einschlieflich alle ,, Wappen“
ergeben. Man zeige, dass gilt P(limsup A,) = 0 fiir alle ¢ > 0. Kann die
Lange der ldngsten Serie von aufeinanderfolgenden ,,Wappen“ in den ersten n
Wiirfen fiir unendlich viele n groer als log, n sein?

Lésung: Es gilt

1 1 1
P(An) = 2[(1+5) log, n| < 2(1+€) log, n = nlte = ZP(An) < 0.

Somit folgt aus dem 1-ten Lemma von Borel-Cantelli
P(limsup A4,,) =0.

Ist L,, die Lange der Wappen-Serie bis zum einschlieBlich n-ten Wurf (d.h.
L, = 0, wenn der n-te Wurf ,Adler” ergibt), so ist die obige Aussage dquiva-

L
logy, 1

L, L, 1
Pl 1)=P li >14+—
<1mnsup logy n = ) (U {unnsup logyn — Jrk])

k

L, 1
< Pl >14—-)=0.
< zk: (Hnnsup Togyn = + k;) 0

lent zu P (hmsup m— > ] —|—5) =0 Ve>0.Alsogilt
n

Somit gibt es zu w € {2 mit Wahrscheinlichkeit 1 ein ny := ng(w), sodass
fiir alle n > ng gilt log;n < 1. Istn > 2™, so gilt L;(w) < logyi < logyn

V ng < i < n. Aber fir alle i < ng gilt L; < i < ny < logyn. Somit

max L;(w) <logon Vmn>2m . Also gilt

2, L)
P | limsup —=" <1]=1.

n logs n
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

3.1 Die hypergeometrische Verteilung

Wir betrachten folgende Verallgemeinerung von Beispiel 2.1:

Beispiel 3.1. Gegeben sei eine Menge von N Elementen, die wirvon 1,..., N
durchnummerieren und es sei angenommen, dass die Elemente 1,..., A ei-
ne Kategorie bilden und die Elemente A + 1,..., N eine zweite Kategorie,
etwa dass 1,..., A die fehlerhaften Stiicke eines Gesamtbestandes von N
Stiicken sind und die N — A Elemente A+1,..., N die fehlerfreien Stiicke die-
ses Bestandes. Dann gibt es (]Z ) Méglichkeiten, eine n-elementige Teilmenge
{z1,...,z,}, beispielsweise zum Zweck der Qualitdtskontrolle, auszuwahlen.
Man nennt diese Teilmenge auch Stichprobe.

Wenn in dieser Stichprobe gerade a fehlerhafte Stiicke sind, m6échte man na-
tlirlich wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein derartiges Ereignis auf-
tritt. Klarerweise muss gelten 0 < a < n A A, aber auch n — a, die Anzahl
der fehlerfreien Stiicke in der Stichprobe, kann hochtens so grofd sein wie
N — A, die Anzahl der fehlerfreien Stiicke im Gesamtbestand. Daraus folgt
n—a<N—-A=a>n—N+A4,also0V(n—N+A) <a<nAA.
IstG:={1,...,A}und H := {A+1,...,N}}, soist die Menge aller Stichpro-
ben, die genau a fehlerhafte und n — a gute Stiicke enthalten, gegeben durch
Ay i={{r1,...,ra} U{s1,-- s 8n—at: {r1,...,7a} C G, {s1,...850—a} C H}.
Daher gilt

N—-A

|Aq| = (‘;1) @_f) bzw. P(A,) = %

Um die Wahrscheinlichkeit der Mengen A, auszurechnen, haben wir implizit

den Laplace-Raum (2 = {{z1,...,z,} C{1,...,N}},B(2),U)q|) benutzt.

Aber einen Qualitatspriifer werden nur die Werte 0V (n— N+ A) <a <nAA
A N—-A

und die Wahrscheinlichkeiten P({a}) := U(A,) = % , mit denen

n
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sie auftreten, interessieren. Zur Datenreduktion und aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit wird er daher den Wahrscheinlichkeitsraum (2',B3(£2’), P’), mit

A\(N—-A
Q' ={0V(n—N+A),...,nA A} und P'({a}) = % betrachten.
Definition 3.2. Das auf (£2',3(£2’) ) durch die obige Gleichung definierte Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ wird hypergeometrische Verteilung (i.Z. Ha n_ ) genannt.

3.2 Zufallsvariable und induzierte Verteilung

Beim oben beschriebenen Ubergang von 2 zu (2’ werden samtliche Ausgénge
nAA
w € {2 durch die Funktion X (w) := > al,, (w) in den Bildraum
a=0V(n—N+A)
2 :={0VvV (n— N+ A),...,n N A} abgebildet. Der Priifer betrachtet nun
eine neue Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ auf einer o-Algebra 1 auf 2’ (in
unserem Fall B(£2')), indem er jedem A’ € 2’ die Wahrscheinlichkeit des
Urbilds X ~1(A’) = {w: X(w) € A’} zuordnet. Dazu muss sichergestellt sein,
dass man X ~!(A’) eine Wahrscheinlichkeit zuordnen kann, dass also gilt

X*I(A’) eA vA e,
Man definiert daher:

Definition 3.3. Sind (£2;,%;), i € {1,2} zwei Messrdume, so nennt man eine
Funktion f : £y — 25 2,|s-messbar, wenn gilt

f_l(Ag) cA; VA es. (3.1)

Statt A, |2-messbar schreibt man auch f: (21,21) — (22,25).
Ist (21,21, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {22 C R, so bezeichnet man die
messbaren Funktionen als Zufallsvariable und bei 2, C R* k > 1 als Zufalls-
vektoren und verwendet iiblicherweise Grofsbuchstaben X,Y ... .

Definition 3.4. Ist f : {21 — (25 und 2, eine o-Algebra auf (25, so nennt man
FHRAo) = {f71(As) : Ay € Ay} die durch f erzeugte Sigmaalgebra.

Dass f~!(2y) tatsichlich eine o-Algebra ist, ist leicht zu sehen, denn es gilt
FH2) = 2 € Ay, aus Ay € Ay folgt F1(AS) = (f1(A2))¢ € 2A; und
A, €y VneNimpliziert f~H(UA,) =Uf1(A,) € 2.

Satz 3.5. Ist f eine 2, |Ay-messbare Abbildung von einem MafSraum (21,21, )
in einen Messraum ({22,%s) , so wird durch

uffl(Ag) = u(ffl(Ag)) V Ay € Ay (3.2)

ein Maf3 puf~! auf (£25,2) definiert. uf~" ist endlich, wenn yu endlich ist, und
wf~! ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn p eine ist.
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Beweis. pf~! ist natiirlich nichtnegativ, und aus der Operationstreue des
Urbilds (siehe Buch Lemma 2.3) folgt sofort puf=1(0)) = u(@) = 0 und
puf~1(£22) = u($2y). Daher ist uf~! endlich, wenn x endlich ist und aus
(1) = 1folgt puf~'(2) = 1.

Sind die A/, € A, disjunkt, so sind nach Lemma 2.3 Punkt 5. auch die f~1(A’,)
disjunkt. Mit Punkt 4. des Lemmas folgt daraus die o-Additivitit von pf~!:

o () o (U)oU)

= pu(fHA) =D uf AL,

O

Definition 3.6. Ist (21,2, 1) ein MafsSraum, (£22,%3) ein Messraum und f :
(£1,2%1) — (22,22), so nennt man das durch (3.2) auf ({22,23) definierte
Maf3 pf~' das (durch f) indugzierte Maf3 (die induzierte Wahrscheinlichkeits-
verteilung) oder einfach das Mafs (die Wahrscheinlichkeitsverteilung) von f .

Bemerkung 3.7. Wenn i o-endlich ist, muss jf ~* nicht o-endlich sein. Ist et-
wa (29,2, 1) = (R, B, N), (125,2) := (R, {0, R}), so indugiert jede Funktion
o (21,2) — (22,%%2) das MaB Af~1(0) = 0, A\f~Y(R) = oo, das nicht
o-endlich sein kann, da 25 keine anderen Mengen enthdlt.

Ein Zufallsvektor (Zufallsvariable) wird immer nach der induzierten Vertei-
lung benannt, so ist die Funktion X aus dem néchsten Beispiel eine hyper-
geometrisch verteilte Zufallsvariable X ~ Ha y_ap -

3.3 Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Im folgenden Beispiel wird eine statistische Fragestellung mit Hilfe der hyper-
geometrischen Verteilung gelost.

Beispiel 3.8. Um den Walbestand in einem bestimmten Meeresgebiet zu schét-
zen, wurde folgendermalien verfahren: Zunéchst wurden A Tiere gefangen,
gekennzeichnet und sodann wieder freigelassen. Nach einiger Zeit wurden
wieder n Wale gefangen. Wie kann aus der Anzahl ¢ an markierten Tieren in
dieser zweiten Stichprobe auf die GroRe des Gesamtbestandes N geschlossen
werden?

Intuitiv wird man annehmen, dass das Verhéltnis gekennzeichneter Tiere in
der zweiten Stichprobe & gleich ist, dem Verhiltnis aller gekennzeichneter

Tiere zum Gesamtbestand N , sodass gilt

Q

=)

= N=x~-A.

3le
213
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Kann diese Vorgangsweise auch objektiv begriindet werden?
Nun, wie wir wissen, ist die Anzahl X markierter Tiere in der zweiten Stich-
probe H 4 n_ ., verteilt, d.h. die zugehorige Verteilung Py ist gegeben durch

() (hoa)
()
Allerdings ist N unbekannt.

Ein sinnvoller Weg, N zu schétzen besteht darin, jenen Wert N zu suchen, der
Py (X = a) maximiert. Dazu vergleichen wir Py (X = a) mit Py41(X = a).

@) G G O
() Qg
(N — A)ln! (N —n)! (N+1- A)n!(N—n+1)
T m-aINI(N-A-n+ta) (n-al(N-A-ntat DI(N+1)
(N+1—A)(N—n+1) N+1 N+1-A4
(N—-A—-n+a+1)(N+1) < N+1—n>N—A—n+a+1

Py(X =a) = mit max{0,n — (N — A)} <a < min{n, A}.

PN(X:a)>PN+1(X:a):

S 1>

s 1+ n >1+ n—a
N+1—-n N+1—-A—(n—a)

snN+n—-nA-n>+na>nN+n—-n>2—aN —a+na
enA<a(N+1) & N+1>24.
a

Daraus folgt: Pz 4 (X =a) = m]\f?aXPN(X =a) = N=[24].

Die intuitiv gewonnene Schitzung ist also jene, die die Wahrscheinlichkeit
des konkreten Versuchsausgangs maximiert.

Diese Methode kann auch bei anderen Problemen verwendet werden und
fiihrt i.A. zu sehr brauchbaren Schétzern. Wir definieren allgemein:

Definition 3.9. Ist auf einem Raum ( £2,B(§2)) mit |2| < Y, eine Familie von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen { Py : 0 € ©} gegeben, so nennt man jede Funk-
tion T : {2 — O eine Schdtzfunktion oder einen Schdtzer. Der Schdtzer heifst
Maximum Likelihood Schdtzer, wenn gilt

Pr(.) (w) = r;éaé( Pyw) YVweR.
Da die Messbarkeitsbedingung (Definition 3.3) bei diskreten Wahrscheinlich-
keitsrdumen wegen 2(; = 3({2;) immer erfiillt ist, werden wir uns mit weite-
ren Eigenschaften messbarer Funktionen erst spiter beschiftigen.
Aber bevor wir weitere diskrete Verteilungen betrachten, wollen wir zunéchst
den Begriff der Unabhéngigkeit von Ereignissen und den der bedingten Ver-
teilung einfiihren.
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Bemerkungen zum Kapitel Unabhingigkeit

Wenn die Unabhéngigkeit bei abstrakten Modellen oft eine natiirliche Eigen-
schaft ist, so ist sie in der Praxis oft eine vereinfachende Modellannahme.
Beispielsweise wird ein in einem Text zuféllig gewahlter Buchstabe nicht un-
abhéngig vom n-ten vorigen Buchstaben sein, aber bei grofsem n werden wir
es annehmen.

4.1 Unabhingig und paarweise unabhéngig

Bemerkung 4.1. Man beachte, dass sich n Ereignisse A1, ..., A, durchaus ge-
genseitig beeinflussen kénnen, wenn sie paarweise unabhdngig sind, wenn also
gilt P(A; N A;) = P(A;) P(A;) Yi# j,wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.2. 2 ={1,2,3,4}, P({i}) = Vie{1,2,3,4}.
A:={1,2}, B:={2,3},C:={1,3}. P(A) = P(B) =P(C) =
P(ANB)=P(A)P(B) = P(ANC)=P(APIC) =7,
P(BNnC)=P(B)P(C) =
Aber ANBNC=0=0=P(ANnBNC)+# P(A) P(B) P(C) :%_
Wenn man weif3, dass A und B eingetreten sind, dann ist der Ausgang ,2“.
Somit ist C' unmoglich.

1
1

N

4.2 Verallgemeinerte Multiplikationsregel

Satz 4.3. Fiir beliebige Ereignisse Ai,...,A, auf einem Wahrscheinlichkeits-

raum (2,2, P) gilt
i—1
; ﬂAj .
j=1

p(f1a) = raTe (
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Beweis. Vollstandige Induktion: n = 2:

Ay N As)

P(A; N Ay) = P(Ay) P(P(Al) = P(A1)P(As|Ay).

n—1—n:

4.3 Der exakte Fisher Test

In der Praxis weifs man oft nicht, ob Ereignisse unabhéngig sind. Das folgende
Verfahren hilft uns bei der Uberpriifung dieser Annahme.

Man mochte priifen, ob die Ereignisse B, C unabhéngig sind. Fithrt man einen
Versuch N-mal durch und notiert, ob B oder B¢, C' oder C°¢ eingetreten ist,
so erhdlt man eine sogenannte 2 x 2 - Kontingenztafel (Vierfeldertafel) der
folgenden Gestalt:

B | B¢ |Zeilensummen
C 11 r12 A
CC 21 o2 N — A
Spaltensumme| n ([N —n N

Dabei gibt x1; die Anzahl X der Versuche an, bei denen sowohl B als auch
C eingetreten ist. x5 ist die Anzahl der Versuche, bei denen C' aber nicht B
eingetreten ist usw. Ist A die Anzahl der Versuche, bei denen C eingetreten ist
und n die Anzahl der Versuche, bei denen das Ereignis B auftritt, so gilt wei-
ters A = x11+x12, N—A = 91 +2Xo2,n := 11 +T21 und N —n 1= 219 + 29 s
d.h. A, N — A sind die Zeilensummen der Tafel und n, N — n ihre Spalten-
summen. Sind diese Summen festgelegt, so sind durch z;; auch alle anderen
Tij bestimmt: 15 = A — 211, To1 =n —2x11, Too =N —A—n+x11.

Der Wert der Zufallsvariablen X beschreibt also die Vierfeldertafel vollstindig
bei fixem N , A und n . Wenn die Annahme stimmt, dass B und C' unabhingig
sind (man bezeichnet diese Annahme auch als Nullhypothese), dann wird
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durch den Eintritt von B eine zufillige Stichprobe von n Versuchen festgelegt
und X ist die Anzahl der Versuche in dieser Stichprobe, bei denen C eintritt.
Daher ist X bei Zutreffen der Nullhypothese und unter der Annahme, dass
N, A und n fixiert sind Ha n_a , Verteilt.

Der Anteil der Versuche in der Stichprobe, bei denen C' eintritt, sollte dem
Anteil % aller Versuche entsprechen, bei denen C' aufgetreten ist. Somit

X A bzw, X a0 A N X n A
n N - AN NYNN-
Bei fixierten Zeilen- und Spaltensummen gibt % die Wahrscheinlichkeit von
C an und £ ist die Wahrscheinlichkeit von B, dh. P(B) = &, P(C) = 4.
% entspricht der Wahrscheinlichkeit von B N C', und daher sollte bei Unab-
héngigkeit von B und C gelten
X n A
— =P(BNnC)~=P(B)P(C) = — —.
S =P(BNC) = P(B)P(C) = ©
Unterschreitet X den Wert n % sehr stark, so deutet dies darauf hin, dass C
den Eintritt von B behindert, zu grofRes X wiederum lasst darauf schliefsen,
dass B durch C begiinstigt wird. Daher berechnet man die Wahrscheinlichkeit,
dass | X — n 4| mindesten den beobachteten Wert d := |11 — n | annimmt.

p(xada)=p(xead d)er(xoat )
| % —d] (4) (V=4 A4 (Ay (N

_ § : a a n—a

&n—a + Z -
a=0V(n—N+A) (n) a:]’%—&-d] (n)

Diese Wahrscheinlichkeit wird p-Wert genannt. Ist sie kleiner oder gleich ei-
ner vorgegebenen Schranke a/, so wird die Hypothese abgelehnt. Demnach
entscheidet man mit Wahrscheinlichkeit o fehlerhaft, falls die Annahme den-
noch richtig ist. Aus diesem Grund nennt man « die Fehlerwahrscheinlichkeit
1.Art (falls nicht die Plausibilitdt einer Annahme gepriift wird, sondern wenn
zwischen zwei konkreten Annahmen zu entscheiden ist, gibt es auch eine Feh-
lerwahrscheinlichkeit 2.Art, auf die wir hier nicht ndher eingehen).

Lautet die Nullhypothese ,,C' behindert B “oder ,,C' begiinstigt B “, so spricht
man von einer einseitigen Fragestellung.

Im 1-ten Fall wird die Annahme beschrieben durch P(B N C) < P(B) P(C),
und dem widersprechen nur groe X-Werte. Klarerweise wird die Wahr-
scheinlichkeit P(X > ;) umso geringer, je kleiner die Wahrscheinlich-
keit ¢ := P(B N C) ist, oder anders ausgedriickt die Wahrscheinlichkeit
P(X > x11) wird unter dieser Nullhypothese gerade fiir P(BNC) = P(B)P(C)
maximal. Der p-Wert ergibt sich daher zu

nANA (A (N-A
P(XZIM): Z (a)(n—a)

a==x11 (17;[) .
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Die Hypothese wird zu einem vorgegebenen Fehlerniveau « abgelehnt, wenn
diese p-Wert héchstens « ist.

Im zweiten Fall haben wir die Nullhypothese H, : P(BNC) > P(B)P(C) und
kleine X -Werte widersprechen dieser Annahme. Unter dieser Nullhypothese
wird die Wahrscheinlichkeit P(X < z1;) maximal fiir P(BNC) = P(B)P(C)
und der p-Wert ergibt sich daher zu

T11 A\ (N—-A
P o= 3 W)

a=0V(n—N+A) (11\1/)

Bemerkung 4.4. Klarerweise kann man die Rollen von B und C bzw. von Zeilen
und Spalten vertauschen.

Ein paar Beispiele mogen das bisher Gesagte veranschaulichen.

Beispiel 4.5. (,Medikamenten Test“). Ein bisher noch nicht erprobtes Medi-
kament wird an 10 Patienten getestet, von denen 8 geheilt werden. Von 5
Patienten, die das Medikament nicht bekommen, wird nur einer geheilt. Ist
die Heilungschance unabhingig von der Medikamentenbehandlung?

Da das Medikament noch nicht erprobt wurde, ist es durchaus denkbar, dass
es die Heilungschancen nicht nur nicht verbessert, sondern sogar noch ver-
schlechtert. Es ist daher sinvoll von einer 2-seitigen Fragestellung auszuge-
hen. Mit B := ,geheilt“ und C := , mit Medikamenten behandelt“ erhélt man
die Kontingenztafel

geheilt|nicht geheilt
Medikament 8 2 10=A
kein Medikament| 1 4 5=N-A
9=n|6=N-n| 15=N

Hatte das Medikament keinen Einfluss auf die Heilung, so sollte X den Wert
n % =9 12 = 6 annehmen. Daraus folgt d = 2 und der p-Wert ergibt sich fiir
X ~ Hypp,0 zu P(X < 4) + P(X > 8) ~ 0.08391. Die Nullhypothese ist eher
unglaubwiirdig.

Angenommen frither durchgefiihrte Tests an anderen Kliniken lassen vermu-
ten, dass das Medikament den Krankheitsverlauf positiv beeinflusst, dann
stellt man zunichst die gegenteilige Behauptung P(B N C) < P(B) P(C)
als Nullhypothese auf und hofft sie durch einen kleinen p-Wert in den Ver-
suchen widerlegen zu kénnen. Wir erhalten in diesem Fall fiir den p-Wert

9 10 5
p=PX >8) =5 %;’)’“) ~ 0.04695 und man wird daraus schlie3en,

a=8 9
dass das Medikament die Heilungschancen verbessert.

Beispiel 4.6. (,Fahrtiichtigkeit). Es soll der Einfluss von Alkohol auf die Fahr-
tlichtigkeit getestet werden. Dazu werden 30 Testpersonen in zwei gleich
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groRe Gruppen eingeteilt. Die erste Gruppe setzt sich nach dem Konsum einer
bestimmten Menge Alkohol an einen Fahrsimulator. Die zweite Gruppe wird
niichtern getestet. Von der ersten Gruppe verursachen 12 einen Unfall, von
der niichternen Gruppe nur 4. Damit erhdlt man folgende 2 x 2-Tafel:

Unfall | kein Unfall
Medikament 12 3 15=A4
kein Medikament| 4 11 15=N-A

16=n|l4=N—-n| 30=N

Auf Grund aller bisherigen Erfahrungen wird man erwarten, dass der Alkohol-
konsum die Unfallhdufigkeit steigert und man formuliert daher die gegenteili-
ge Nullhypothese , Alkoholkonsum vermindert die Unfallhdufigkeit“. Der p-Wert
fiir diese einseitige Fragestellung ergibt sich daher mit X ~ Hi5 15,16 zu

1 15 15
P(X >12) = i () Go-a)

a=12 (?(6))

d.h. selbst wenn kein Zusammenhang zwischen Alkoholkonsum und Unfall-
héufigkeit bestlinde, wére mit diesem Ergebnis nur mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.00461 zu rechnen. Umso geringer wird diese Wahrscheinlichkeit
sein, wenn Alkoholkonsum die Unfallgefahr steigert und man wird daher die
Nullhypothese verwerfen.

~ 0.00461 ,

4.4 Beispiel zum Satz von der vollstindigen
Wahrscheinlichkeit

Beispiel 4.7. Man mochte herausfinden, wie grof3 der Anteil p der Leute in
einer bestimmten Personengruppe ist, die schon einmal Drogen genommen
haben. Um ehrliche Antworten zu erhalten, vereinbart man mit den Testper-
sonen folgende Vorgangsweise:

Der Befragte wiirfelt zunédchst einmal unbeaufsichtigt und schreibt dann eine
falsche Antwort auf den Fragebogen, wenn der Wiirfel auf 6 fillt, ansonsten
beantwortet er die Frage wahrheitsgemaf.

Auf diese Art kann jeder, der mit ,ja“ geantwortet hat, dies mit einer ,,Sechs“
beim Wiirfeln erklédren. Wenn sich alle Testpersonen an die Spielregeln halten
und ein Anteil p = 0.2 der Fragebogen enthilt ein ,ja“, wie grof3 ist dann p?
Losung: Ist Wy das Ereignis, dass der Wiirfel auf 6 fallt, J das Ereignis, dass
der Befragte mit ,ja“ antwortet, D das Ereignis, dass die Testperson schon
einmal Drogen genommen hat, so gilt

p=P(J) = P(We)P(J|Ws) + P(WE)P(J|WE). 4.1)
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Klarerweise gilt P(Ws) = &, P(W§) = 2. Falls sich alle Personen an die
vereinbare Vorgehensweise halten, muss unter den Personen, die eine ,,6“ ge-
wilirfelt haben jeder, der noch nie Drogen genommen hat, mit ,;ja“ antworten.
Daher muss gelten P(J|Ws) = 1 — p, und umgekehrt wird von den Perso-
nen, die keine ,6“ gewiirfelt haben, nur der Anteil p der tatsichlich schon
Drogenerfahrungen hat, mit ,ja“ antworten. Daher gilt P(J|W¢§) = p.
Setzt man dies in die Gleichung (4.1) ein, so erhilt man

1 5 6p—1 1

p—6(1 p)+6p = p= —20—0.05.
Flinf Prozent der Befragten haben also schon einmal Drogen genommen.
Man beachte, dass p nicht kleiner als % sein kann, denn selbst bei p = 0 miis-
sen zumindest die Personen, die eine ,,6“ gewiirfelt haben, mit ,ja“ antworten.
Wenn sich nun eine Testperson fragt, wie glaubwiirdig es ist, zu sagen, man
habe eine ,,6“ gewiirfelt, wenn man mit ,ja“ geantwortet hat, oder anders ge-
sagt: wie gro3 die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Wg|J) ist, so ldsst sich auch
das schnell beantworten, denn wegen des Bayes’schen Theorems gilt

P(JNWe) _ P(JIWe) PWs) _ (L—p)g _ 19

PWel) = =555 = 0 =t = gy 0T

Ein ,ja“ lasst also noch lange nicht den Schluss zu, dass die Testperson schon
einmal mit Drogen in Beriihrung gekommen ist.

4.5 Beispiel zur Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Beispiel 4.8. Wir wiirfeln 2-mal, und beschreiben diesen Versuch durch das
Laplace-Modell (£2,B(£2), U} () mit 2 = {(z1,x2) : z; € {1,...,6}}.
Bezeichnet X;((z1,22)) = x; das Ergebnis des i-ten Wurfs, so gilt

P([Xl = xl] n [Xg = .’1?2]) = P(Xl = xl)P(XQ = LL‘Q)
= P([X2:$2]|[X1:xl]):P(XQZxQ):% Vl‘l,l‘g.

Die Kenntnis von X sagt somit nichts {iber den Wert von X, aus.

Fiir S := X1 + X, giltwohl P(S =7) = P({(1,6),(2,5),...,(6,1)}) = £ = &
und P(S =7, X, =2) =P([Xo=2]N[X; =7—1a]) = P(S=T)P(X; =2x),
woraus folgt P(Xo = z|S=7) = P(Xs =2), 1<z <6.D.hnimmtS den
Wert 7 an, so kann man nichts iiber X, aussagen.

Aber es gilt P(S =2) = P((1,1)) = 3, und P(X; = 1|S = 2) ergibt sich zu
P(X;=18=2) = P([X}T;gfﬁ]) = legijﬁzjg = 1. Demnach wird X,
durch S = 2 vollstandig bestimmt.

Damit kein durch die Zufallsvariable X; bestimmtes Ereignis (das ist ein Er-
eignis der Form [X; € A], A € B) Informationen iiber eine 2-te Zufallsvaria-

ble X, liefert, muss gelten
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P([X1 e AlN[Xz € B]) = P([X1 € A]) P([Xg € B]) VA, Be®B. (4.2)

Da die Urbilder C = [X; € A], A € B, D = [X, € B],B € ‘B gerade die
von den beiden Zufallsvariablen erzeugten o-Algebren X[ *(8) bzw. X, (8)
bilden, ist (4.2) dquivalent zur Unabhéngigkeit dieser beiden o-Algebren.
Man bezeichnet daher zwei Zufallsvariablen X; , X, als unabhingig vonein-
ander, wenn ihre zugehorigen o-Algebren unabhéngig sind.
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Folgen unabhingiger Bernoulliversuche

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit einigen Verteilungen, die auftreten,
wenn man unabhingige Wiederholungen von Alternativversuchen betrachtet.

5.1 Die Binomialverteilung

Fiihrt man einen Alternativversuch, der mit Wahrscheinlichkeit p eine ,,1“ lie-
fert, unabhéngig voneinander n-mal durch, so kann man die Menge der mog-
lichen Versuchausgénge darstellen als

n= {x = (zl,...,xn):xiE{O,l},izl,...,n}.

Allerdings sind die einzelnen Ausgédnge nun nicht gleichwahrscheinlich, son-

n
dernes gilt mit z := > w;
i=1

n

P((z1,...,2n)) = U [pf“ (1 —p)l’“)} =p"(1—p)"~".

x ist natiirlich die Anzahl der , Einsen“ und n—x die Anzahl der ,,Nullen“ in den

n Versuchen, und X (x) := ) z; bildet den Raum {2 abin 2’ = {0,...,n}.
i=1

Um die induzierte Verteilung PX ~! zu bestimmen, benétigt man die Wahr-

scheinlichkeiten der Urbilder [X = z].

Da es (}) Moglichkeiten gibt,  Indices aus 1,...,n fir die Plitze der ,Ein-

sen“ auszuwdahlen, gilt HX = a]| = (7). Aber fiir jeden einzelnen Ausgang

(x1,...,2,) € [X = 2] gilt P((z1,...,2,)) = p*(1 — p)"~*. Somit erhdlt man

)px(l—p)"_zmitxzo,...,n.
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Definition 5.1 (Binomialverteilung). Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich
{0,...,n} und PX~'(z) = () p® (1 — p)"~* heifdt binomialverteilt mit den
Parametern nund p (i.Z. X ~ B,, ;).

Bezeichnet man mit X; das Ergebnis des i-ten Versuchs, d.h. X;(x) = z;,

i=1,...,n,s0ist X; ~ B, firi=1,...,n und es gilt
X=>X;, X;~B, Vi=1,...n, (5.1)
i=1

d.h. eine binomialverteilte Zufallsvariable X kann dargestellt werden als
Summe von unabhéngigen, alternativverteilten Zufallsvariablen X; .
Man kann diese Situation durch ein Urnenmodell beschreiben:

Eine Urne enthilt A weille und N — A schwarze Kugeln mit p := %.

Man zieht n-mal aus der Urne, wobei die gezogene Kugel nach jeder
Ziehung sofort wieder in die Urne zuriickgegeben wird, und z&hlt die
Anzahl X der weilden Kugeln im Verlauf der n Ziehungen. Man nennt
daher die Binomialverteilung auch die Verteilung von Ziehungen mit
Zurlicklegen.

Bemerkung 5.2. Die Bernoulliverteilung kann natiirlich als Sonderfall der Bi-
nomialverteilung mit dem Parameter n = 1 aufgefasst werden.

5.2 Die Multinomialverteilung B,,, p1, .. ., Pk

Den oben beschriebenen Versuch kann man auf den Fall verallgemeinern, bei
dem die Urne nicht zwei Arten von Kugeln enthilt, sondern Kugeln in & ver-
schiedenen Farben, wobei p; der Anteil der Kugeln der Farbe i ist, sodass gilt
k
0<p;<1Vi=1,...,kund ) p; =1.Man zieht n-mal mit Zuriicklegen.
i=1

Klarerweise kann man diesen Versuch beschreiben durch den Merkmalraum
R ={x:=(21,...,2n) : x; €{1,...,k}}.

Die Wahrscheinlichkeit p(x;), dass bei der i-ten Ziehnung Farbe x; gezogen
1, i=j
0, i#j

k

55w

p(es) = [T p
i=1

Da die Ziehungen mit Zuriicklegen, also unabhéngig erfolgen, wird man ei-
nem konkreten Ausgang (z1, ..., z,) folgende Wahrscheinlichkeit zuweisen

n k k o
P((z1,...,2n)) = H p(z;) = H v = Hp}=1 L (5.2)

wird, ergibt sich mit ¢; ; := (6;,5 ist das Kronecker-Symbol) zu
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Bezeichnet man mit n; die Anzahl der Ziehungen, bei denen eine Kugel der

Farbe j gezogen wird, so gilt n; = >_ §, ,, , und (5.2) wird zu
i=1

k k
P(x) :Hp;.” mit 0 <n; <n und an:n. (5.3)
j=1

j=1
Durch N(x) := (Ny,...,Np)(x) := (n1,...,n,) wird 2 abgebildet in den
k
Bildraum ' = ¢n:= (ny,...n%): 0<n; <n, Y nj=n
j=1

Um darauf die induzierte Verteilung zu bestimmen benétigt man die Wahr-
scheinlichkeiten der Urbilder [N = n]. Jedes x € [N = n] besitzt die durch
(5.3) gegebene Wahrscheinlichkeit. Es geniigt also |[N = n]| zu bestimmen.

Nun gibt es (7?1) Moglichkeiten aus den Indices 1, ...,n die n; Ziehungen fiir

Farbe ,,1“ auszuwiéhlen. Dann gibt es (" ") Moglichkeiten aus den verleiben-

n

den Indices ny Ziehungen fiir Farbe ,2 zu wihlen, usw.. SchlieRlich erhilt

j—1
k
n— n; n
man HN = 1’1]| = (:1) H z; ’ = nl!,.T.L.!,nkl = ( ) - Dar-
j=2 n; ni, ) ke

aus folgt
k
PNln:< " ) " fir ne 2.
() ny,...Ng j];[lpj

Definition 5.3. Diese Verteilung wird Multinomialverteilung mit den Parame-
tern nund p1, ..., py genannt.

[[N = n]| kann man auch folgendermal3en herleiten:

Es gibt n! Permutationen der Zahlen 1,...,n. Ersetzt man in je-

der Permutation die Zahlen 1,...,n; durch ein gemeinsames Symbol

s1, so verbleiben % unterscheidbare n-Tupel, in denen die Zahlen

ni1 +1,...,n genau einmal und das Symbol s; nj-mal vorkommt.
Ersetzt man nun die Zahlen n,+1.. ., ny+ny durch ein Symbol s,, ver-
bleiben #;u, unterscheidbare n-Tupel. SchlieRlich erhélt man —™

H TLJ‘I
j=1
Tupel mit n; Symbolen s; , no, Symbolen ss, ..., ni Symbolen sy, .

5.3 Binomialverteilung versus hypergeometrische
Verteilung

In Abschnitt 3.1 wurde die hypergeometrische Verteilung besprochen. Bei
dem ihr zu Grunde gelegten Versuchsschema wird zunéchst eine n-elementige
Teilmenge aus N Elementen ausgewdihlt. Da eine derartige Auswahl durch
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Ziehungen ohne Zuriicklegen erfolgt, wird die hypergeometrische Verteilung
auch Verteilung der Ziehungen ohne Zuriicklegen genannt.

Definiert man nun zur i-ten Ziehung eine Zufallsvariable X, , die den Wert 1
annimmt, wenn bei dieser Ziehung ein Element aus{1, ..., A} gezogen wird,
und die ansonsten 0 ist, und bezeichnet man mit X die Anzahl der Elemente
aus {1,..., A} im Verlauf der n Ziehungen, so gilt X ~ H4 ny_4, und

X = zn:Xi. (5.4)
i=1

Die obige Gleichung zeigt, dass man eine hypergeometrisch verteilte Zufalls-
variable, dhnlich wie bei der Binomialverteilung (siehe (5.1)), als Summe von
n alternativverteilten Zufallsvariablen X; darstellen kann.

Auch bei Ziehung ohne Zuriicklegen gilt klarerweise X; ~ H 4. Nicht ganz
so offensichtlich ist, dass auch gilt X; ~ H 4 fiiri = 2,...,n. Dies kann man
folgendermal3en herleiten:

Man gibt alle N Elemente in eine Urne und zieht solange ohne Zu-
riicklegen, bis die Urne leer ist. Jedesmal, wenn man ein Element aus
{1,..., A} zieht, schreibt man eine ,Eins“ und ansonsten eine ,,Null“.
Dadurch erhélt man ein N-Tupel (z1,...,zy), das genau A ,Einsen“
und N — A ,Nullen“ enthélt. Klarerweise gibt es (]X) derartige Tupel,
und, wenn man ,blind“ zieht, so muss jeder Ziehungsverlauf, und da-
mit jedes N-Tupel die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.

Es gibt aber genau (X:ll) Tupel, fiir die gilt z; = 1 fiir ein gegebenes :
und bei denen auf die restlichen N — 1 Pldtze A — 1 Einsen aufgeteilt
werden. Da aber gerade fiir die zuletzt beschriebenen N-Tupel gilt:

X; = 1, folgt daraus P(X; = 1) = (Z‘Ii)l) =4.
A

Setzt man p := %, sogilt X = > X;, mit X, ~ B, Vi, egal,obX

=1
binomial- oder hypergeometrisch verteilt ist. Man beachte aber, dass die X;
bei binomialverteiltem X unabhingig sind, wéhrend bei hypergeometrisch
verteiltem X Abhéngigkeiten zwische den einzelnen Ziehungen bestehen. Da-
her unterscheidet sich auch die gemeinsame Verteilung von (Xy,...,X,), je
nachdem, ob man mit oder ohne Zuriicklegen zieht.
Sind nun N und A sehr grof$ im Vergleich zu n, so wird man annehmen, dass
es kaum eine Rolle spielt, ob man mit oder ohne Zuriicklegen zieht.
Tatsachlich gilt

Satz 5.4. Aus 0 < A < N und A}gnoo % = p folgt

Ay (N—-A
]&TMW:G)pm_p)n—a Vae{0,...,n}. (5.5)
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Beweis.

i @G Ll (AN = A
N—00 (N) N —o00 a!(nfa)! (N)n

a—1 . n—a—1 .
n A—i N—-A—j
= 1' 5.
(a> Nﬂﬂogz\f—i M N=—a—j (5.6)

Jj=

Aber aus lim 4 = p folgt lim 4= = lim RF _ ) vo<i<a—1

N—oo N—oo 77 Nooo =%
. N—A—j _ 1. 1-4-L _ . o .
und ngnoo Na ] = A}gnoo Do = p V0<j<n-—a-—1.Eingesetzt
in (5.6) ergibt das (5.5). O

5.4 Die Poissonverteilung

Oft ist n auch fiir eine rekursive Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der
Binomialverteilung zu grof3. Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 5.5. Ein Kuchen, der in m = 8 Stiicke geteilt wird, enthélt n = 100 Ro-
sinen. Ein Kunde mochte wissen, wie grol die Wahrscheinlichkeit ist, dass das
Kuchenstiick, das er kauft, mindestens 7 Rosinen enthilt, wenn die Rosinen
gleichméig und rein zufillig in den Kuchenteig eingemischt werden.

Lésung: Unter obiger Annahme sind die Zufallsvariablen X, definiert durch

1,  i-te Rosine im Kuchenstiick des Kunden N
X; = 0 . unabhéngig und
, sons

100

B verteilt. Daher ist die Anzahl X := > X, aller Rosinen im Kuchenstiick
" i=1

des Kunden binomialverteilt By, 1 . Somit gilt

PX>T)=1-P(X <6) =1 26: (130) (;) (1 _ ;>1oo_i ~ 0.973.

=0

Nunmehr modifizieren wir das Beispiel ein wenig.

Ein Béacker liefert 500 derartige Kuchen an eine Lebensmittelkette. Er hat
n = 50000 Rosinen fiir die Kuchenmasse verwendet und ein Tester nimmt
ein Probestiick. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind mindestens 7 Rosinen
im Probestiick?

Man hat nun m = 4000 Kuchenstiicke und daher gilt fiir die Anzahl Y der
Rosinen im Kuchenstiick des Testers Y ~ By 1 . Daraus folgt

J
4000

6 i 50000—i
50000 1 1
PY>7)=1- E — 1—— .
¥'=7) ( 1 ) (4000) ( 4000)

=0
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Klarerweise kann man die Binomialkoeffizienten nun nicht mehr direkt nu-
merisch berechnen, aber die durchschnittliche Anzahl 2 von Rosinen pro Ku-
chenstiick betrédgt, wie im obigen Fall 12.5, und daher liegt die Vermutung
nahe, dass sich die beiden Wahrscheinlichkeiten P(X > 7) und P(Y > 7)
nicht allzu sehr unterscheiden werden.

Der folgende Satz zeigt, dass die Vermutung richtig ist.
Satz 5.6. Ist (p,,)nen eine Folge aus [0, 1], so folgt aus 1i_>m np,=7>0

n Tk
lim (k) pfl (1 —pn)"_k =—e7F VEkeN,. (5.7)

(M)

nk

Beweis. Aus lim

n—roo

=1 (siehe oben) und 1i_>m np, = 7 folgt

1
lim (Z) pE(1—py)"F =~ lim % lim (np,)* lim (1 —p,)" "

n—00 kl nS500 nk nSc n— 00
k k Lk
T . n— T . n—
=0 lim (1 —pp)" %= — lim e(n=R)In(=pn) — __ iy e~ (n=k)pn
' n—oco ' n—oco I n—oco
k k k
T . ) ™ T _
= lim e P lim &P = —e Tl = 7.
k! n—oo n—»00 k! k!

6
Wegen des obigen Satzes gilt P(Y < 6) = 5 {25 fem125 & 0.03456739,

k=1
bzw. P(Y > 7) =1— P(Y < 6) ~ 0.965.

Definition 5.7. Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Ny und

Tk

PX Y k)=P(X=k) = o e”, keNy,7>0

wird poissonverteilt mit Parameter T genannt (i.Z.: X ~ P;).

Ist p,, die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Alternativereignisses (Ro-
sinen im Kuchenstiick), so ist n p,, die durchschnittliche Anzahl dieser Ereig-
nisse pro Einheit (Kuchenstiick, Strecken-, Flachen-, Raum- oder Zeiteinheit).
Die Voraussetzung des obigen Satzes besagt daher, dass die Binomialvertei-
lung durch die Poissonverteilung apporximiert werden kann, wenn die durch-
schnittliche Anzahl von Ereignissen pro Einheit anndhernd konstant 7 ist.

Andert man die Einheit auf das t-fache der urspriinglichen Einheit, so wird
auch die durchschnittliche Anzahl von Ereignissen dementsprechend geén-
dert und man erhalt dafiir 7,,¢,, = ¢ 74;¢ . Teilt man die Kuchen beispielsweise

4

in 10 Stiicke an Stelle von 8, so gilt: t = § = 7, = 2 - 12.5 = 10, und die

Anzahl von Rosinen in den kleineren Stiicken wird etwa P, verteilt sein.
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Beispiel 5.8. In Osterreich ereignen sich ca. 40000 Unfille mit Personenscha-
den pro Jahr, das sind ca. 109.59 Unfille pro Tag. X, die Anzahl von Unféllen
pro Tag, ist daher anndhernd Pjqg 59 Verteilt, und X}, die Anzahl von Unféllen
pro Stunde, ist poissonverteilt mit 7 ~ 123 ~ 4.57, wenn sich die Unfalle

gleichmif3ig iber das Jahr und auch gleichmafig iiber den Tag verteilen.

Ob diese Annahme zutrifft, sollte man im obigen Beispiel kritisch hinterfra-
gen, da die Unfallhdufigkeit im Sommer vermutlich anders als im Winter und
am Tag anders als in der Nacht sein wird.

Definition 5.9. Falls fiir eine Funktion «(t) und eine Funktion /3(t) gilt:

_a(t)
tg% W =0 y (5.8)
so sagt man « ist ein klein-o von f(t), (i.Z. a(t) = o(B(t)) ).
Falls ein M < oo existiert mit

lim sup
t—0

a(t)

so nennt man «(t) ein Grof3-O von 3(t) (i.Z. a(t) = O(B(t)) ).

Ist X;,t > 0 die Anzahl der Ereignisse in einer Einheit der Grofie ¢ (das
kann eine Lingen-, Flachen, Raum- oder auch Zeiteinheit sein), so folgt aus
X1 ~ P, wie oben erwdhnt, X; ~ P, . Fiir kleines ¢ gilt dann

7.2 t2

P(X;=1)=71te "t =1t (1—Tt+ —...)27t+0(t) (5.10)

_ Tt - (Tt)k _ -7t 2 - (Tt)j
PXi>1)=e 1;2 R ;(g’m)!
<e TH(rt)? Z (Tjtl)j =e "I (rt)?e =122 = o(t). (5.11)
j=0

Wir kehren nochmals zu unserem Beispiel 5.5 mit n Rosinen und m Kuchen-
stiicken zuriick: Ist X,, die Anzahl der Rosinen in einem Stiick und Y,, die
Anzahl in einem 2-ten Stiick, so gilt

P(X, =i,Y, =k) = P(X,, = i) P(Y, = k|X,, =)

() 02 ) -

Mit n — oo und lim I = 7, konvergiert die obige Wahrscheinlichkeit gegen
n— oo

7_i e T ,rk e T

— =lim P(X, =14) P(Y, = k).
2! : n
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X, und Y, sind also asymptotisch unabhéngig.
Daher kann man annehmen, dass fiir die Anzahlen X; und Y; von Ereignissen
in 2 disjunkten Einheiten der GroR3e ¢ stets gilt

X; und Y; sind unabhingig. (5.12)

Der folgende Satz zeigt umgekehrt, dass X; ~ P, wenn die Bedingungen
(5.10),(5.11), und (5.12) erfiillt sind.

Satz 5.10. Zerlegt man eine Einheit in disjunkte kleine Stiicke der Grifse t, be-
zeichnet man mit X, ; die Anzahl von Ereignissen im i-ten Stiick, so folgt aus

1. P(X;p=1))=71t+o(t) Vi
2. P(Xiy>1)=o(t) Vi
3.i# j = X, und X;, sind unabhdngig,

dass die Anzahl X, von Ereignissen in einer Einheit der Gréfse 1 P, verteilt ist.

Beweis. Es gilt

=1 VED)
n—1
—nl (l—z) +0<1>*>T67
n n n
Ist Ay = U [Xi,i:1,w:1,...,k, Xl_i:(),lgé{il,...,ik}},
1<iy<-—-<ip<n L 777 n
so gilt [X; = k] D Ay und daraus folgt
n T\ T\ k The™T
=k)> — — - : .
PXy=k) = (k) (n) (1 n) - k! (5.13)
Umgekehrt gilt [X; = k] € A, U U [X; 1 > 1], und daraus folgt

=1
k

P(X1 = k) < <Z) (%)k (1- %)H +no <i) LT ]:!77 . (514

k

Aus (5.13) und (5.14) folgt P(X; = k) — =%

-7
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5.5 Die geometrische Verteilung

Zu einer Folge (X;) unabhéngiger Zufallsvariabler mit X; ~ B, ,0 < p < 1soll
die Verteilung von Y := min{n € N: X,, = 1} bestimmt werden.

Wegen [V > n| = () [X; = 0] gilt P(Y >n) = (1 — p)". Daraus folgt

i=1

PY=n)=P(Y >n-1)=P >n)=(1-p)" ' =(1-p)" =p(1-p)" ",

Definition 5.11. Eine Zufallsvariable Y mit Wertebereich N und
PY=n)=(1-p)"'p VneN

wird geometrisch verteilt genannt mit Parameter p (i.Z.:Y ~ Gp).

So ist etwa die Anzahl von Wiirfen mit einem fairen Wiirfel, die man bis zur
ersten ,,6“ benotigt, geometrisch verteilt mit p = é .

Bemerkung 5.12. Mitunter nennt man Y :=Y — 1 die Anzahl der Versuche, die
auf 0 enden (das ist die Anzahl der ,Misserfolge) geometrisch verteilt. Dann
hat man als Wertebereich Ny und es gilt

P(Y=n)=(1-p)"p neNy.

Geometrisch verteilte Zufallsvariablen besitzen eine wichtige Eigenschaft.
Wegen P(Y >n) = (1—-p)" VneNgilt

P(lY >n+m]N[Y >m))

PY >n+m|]Y >m) = P > m)

P snam)_(-prtt
S TPy sm) T d—pm =1-p" =P >n).

Dies bedeutet, dass die Anzahl der bis zu einem Zeitpunkt m durchgefiihrten
(erfolglosen) Versuche keinen Einfluss auf die ab diesem Zeitpunkt bis zum
ersten ,,Erfolg” notige Anzahl von Versuchen hat.

Man sagt daher, dass geometrisch verteilte Zufallsvariable geddchtnislos sind.
Aber man kann sogar zeigen, dass unter allen Zufallsvariablen mit Wertebe-
reich N nur die geometrisch verteilten geddchtnislos sind.

Satz 5.13. Gilt fiir eine Zufallsvariable X mit Wertebereich N
PX>n4+4mX>m)=P(X>n) Vn,meN,

so ist X geometrisch verteilt mit p := P(X =1).

Beweis. Mitq:=1—p=P(X > 1) gilt

P(X>2)=P(X >1)P(X >2|X >1)
=P(X>1)PX>1)=PX>1)??=¢.
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Angenommen es gilt P(X >n — 1) = ¢" !, so folgt daraus

PX>n)=PX>n—-1)P(X>nlX>n-1)
—P(X>n-1)P(X>1)=q".

Somit ist mit vollstdndiger Induktion P(X > n) = ¢"™ V n € N gezeigt, und
daraus folgt sofort X ~ G, . O

5.6 Die negative Binomialverteilung

Die negative Binomialverteilung oder Pascalverteilung ist eine Verallgemeine-
rung der geometrischen Verteilung. Sie ist die Verteilung der Anzahl Y von un-
abhéngigen, alternativverteilten Versuchen mit fester Erfolgswahrscheinlich-
keit p, die man bendtigt bis r-mals eine ,Eins“ auftritt. Bezeichnet man die
Ausgénge der einzelnen Versuche mit X; ~ B, , , so kann man Y formal an-

schreiben als Y := min {n Y X =7
i=1

Die r-te ,Eins“ tritt gerade dann beim n-ten Versuch auf, wenn dieser Versuch
auf Eins ausgeht und von den vorangegangenen n — 1 Versuchen r — 1 eine
Eins ergeben und n — 1 — (r — 1) = n — r eine Null. Mit den Bezeichnungen
I:={iy,...,ir—1}und N,,_1 :={1,...,n — 1} gilt daher

V=n= |J [X;=1LVjel, Xx=0,VkeN, 1\I,X,=1].
ICN,_1

Dagilt P(X; =1, Vjel, Xp=0,¥ke Ny 1 \I,X,=1)=p" (1—p)""
fiir alle I C N,_; und weil es ("_]) Méglichkeiten zur Auswahl von I aus
N,,—; gibt, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit von [Y" = n] zu

-1
PY =n)= <Zl)p’"(1 —p"") Vne{r,r+1,...}.
Definition 5.14. Eine Zufallsvariable Y mit Wertebereich {r,r + 1,...},r € N
nennt man negativ binomialverteilt mit den Parametern r € N und p € [0,1]
(iZ.: Y~ negB, p), wenn gilt

n—1

P(Y =n)= ( 1) pr(1=-p)"", n>r. (5.15)
r_
Die geometrische Verteilung ist daher der Spezialfall einer negativen Binomi-

alverteilung mit r = 1.

Bemerkung 5.15. Oft bezeichnet man Y := Y — r, also die Anzahl der Nullen
vor der r-ten Eins als negativ binomialverteilt, dies vor allem deshalb, weil Y fiir
jeden Parameter r den Wertebreich Ny besitzt. Fiir Y gilt

P(Y =n)= (n:iT)pr(lp)”» neNo. (5.16)



5.6 Die negative Binomialverteilung 33
Bemerkung 5.16. Man kann fiir x € R verallgemeinerte Binomialkoeffizienten

definieren durch
<x) zx—1)...(x—k+1)

Damit gilt ' 8
(1) (1) s
_ D)) (=) E;r —nt(rontl) . (_nr) |

Setgt man dies in (5.16) ein, so erhdlt man

e N [ R L (M AT

n
woraus sich der Name ,,negative Binomialverteilung* erkldrt.

Beispiel 5.17. 2 Schachspieler A und B bestreiten ein Turnier. Derjenige der
als erster 21 Einzelspiele fiir sich entscheiden kann, gewinnt das Turnier. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit ,dass A das Turnier gewinnt, wenn A jedes
Einzelspiel mit Wahrscheinlichkeit p = 0.6 gewinnt und wenn man annimmt,
dass die Ausgénge der einzelnen Spiele unabhéngig voneinander sind?
Losung: Y die Anzahl der Niederlagen von Spieler A bis zum 21-ten Sieg ist
negBai 0.6 verteilt. Daher gilt

S == <n+20

20 ) P -p)".
und A gewinnt das Turnier, wenn [Y < 20] . Die Wahrscheinlichkeit, dass A das
Turnier gewinnt, ergibt sich daher zu
P(Y < 20) = F(20) ~ 0.90348.
Wir bezeichnen nun mit Z; die Anzahl der Versuche bis zur i-ten Eins, d.h.
Zy :=min{n: X, =1},
Zy:=min{n > 7Z; : X,, =1},

Zy:=min{n > Z,_1: X,, =1} ..
Dann gilt fiir die Zufallsvariablen Ty := 2y, T;,:=7Z;—Z;_1, i>1
[Ti=n=[Xz_,+1=0,... . Xz, 4n-1=0,Xz,_,+n=1].
Das Ereignis [T; = n] ist daher unabhéngig von den Versuchen X;,..., Xz, ,
und daher auch unabhéngig von T4, ...,7T;_; . Wegen Y =7, = XT: T; kann
daher jede Zufallsvariable Y ~ negB, , dargestellt werden als eiere} Summe
von unabhéngigen Zufallsvariablen T; ~ G,, i=1,...,r.






