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25) Im Messraum (€,2) gelte {w} € A fiir alle Punkte w € Q . Ein Maf p heift diffus (oder
auch atomfrei), wenn p({w}) = 0 fiir alle w € Q . Fiir eine nichtnegative Folge o, > 0 und

dem Dirac-Mals d, in w € €2 sei
5= > ajdy, (25-1)
i>1

a) Man zeige, dass durch (25-1) ein Mafs definiert ist.
b) Jedes Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (©,2() = (R, B) kann durch zwei Mafe p und § in

P=ypu+9
zerlegt werden, wobei u diffus ist und ¢ die Gestalt (25-1) hat.

26) Auf {1,2,...,n} bezeichne 7 eine zuféllig gewéhlte Permutation. Man bestimme die Wahr-
scheinlichkeit, dass diese Permutation fixpunktfrei ist, also

Plr(i) #1i, i=1,...,n].
Wie verhélt sich diese Wahrscheinlichkeit, wenn die Anzahl der Objekte n — oo ?
Hinwgis: Man betrachte |J; A;, wobei A; := [n(i) = i], und wende das Additionstheorem an.

27) Ein Alternativversuch, bei dem 1 mit Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 auftritt, wird immer
wieder unabhéngig durchgefiihrt. A,, ist das Ereignis, dass zwischen dem 2" 4 1-ten und dem
2"+l ten Versuch mindestens eine Serie von n aufeinanderfolgenden Einsen auftritt. Man

beweise:
a) p< 3= P(limsupA4,) =0
n
b) p> 3 = P(limsup 4,) = 1
n

HiNnwEis: Zu Punkt b) :Man beriicksichtige die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der L%J aufeinanderfolgenden Bldcke
der Linge n, die zwischen 2" + 1 und 2”11 liegen, aus lauter Einsen besteht. AuRerdem gilt

1
e_xﬁl—(l——>x vVo<z<1.
e

28) Man zeige, dass fiir jedes dukere Maf p* auf Q und alle A, B € () gilt
max{ji* (4), 1 (B)} < 00 = |1"(4) — " (B)] < 1*(AAB).
29) (Q,2, u) sei ein Mafraum. Die Mengenfunktion p* ist durch
w(A) := inf{u(B): B2 A; Be}

fiir alle A C Q erklirt. Dann ist pu* ein duberes Maf auf 2, das auf 2 mit y {ibereinstimmt.



30) Welche der folgenden Mengenfunktionen auf 2 sind dukere MaRke?

a)
woav . O falls A=0,
wr(A) = { 1 falls A # 0;

b)

. 0 falls |A| < Ng,
M(A)::{ AR

oo falls A >Ny ;

c¢) Es sei Q :=R?
[ (A) = 0 falls A beschrankt ,
1 falls A nicht beschrankt;

d) € sei unendlich,
- falls [A] =n
* — n+1 ;
wiA): { 1 falls |A] = o0 .

Bestimmen Sie fiir alle dufseren Mafe die p*-mefsbaren Mengen in 9T,+.
31) Man zeige, dass fiir 2 Mafe p und v auf einem Semiring ¥ iiber Q gilt
a) (n+v) =p"+v°
b) m(ﬂ+y)* 2 mﬂ/* m mty*
c) Wenn p, v g-endlich = 9,4y« = M= NN
d) Im Allgemeinen gilt in b) keine Gleichheit.



