10.Ubung MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie 2 WS2012

. (Y},) sei eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert und

Xo=1,X, = ﬁy
i=1

Wann ist (X,,) ein Martingal, Submartingal bzw. Supermartingal?

. (X,,) sei eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert, S,, = > | X;. Zeigen Sie, dass

 Sn—S,

Y,
( N -—n

,0<n<N-1)

ein Martingal bildet.

(a) (X,) und (Y;,) seien Martingale beziiglich derselben Filtration, Zei-
gen Sie, dass (X,, +Y,,) ebenfalls ein Martingal ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir zwei Martingale (beziiglich ihrer natiirli-
chen Filtrationen), deren Summe kein Martingal ist.

. (X,,) sei eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wert 0 und endlicher Varianz und S, = >, X;. Zeigen Sie, dass S2 —
E(S2) ein Martingal ist.

. (X,,) sei eine Folge von unabhiingigen nichtnegativen Zufallsvariablen mit
endlichem Erwartungswert, S,, = > | X;. Zeigen Sie, dass das Submar-
tingal (S,,) auf zwei verschieden Arten als Summe eines Martingals und
einer monotonen Folge dargestellt werden kann (wobei wir Darstellungen,
die sich nur um eine additive Konstante unterscheiden, als gleich ansehen).

. Der Galton-Watson Prozess: Y, seien unabhingige, identisch verteilte
Zufallsvariable, die nur nichtnegative ganzzahlige Werte annehmen, m =
E(Ynr) < oo und

Xn—l
Xo=1,X,= Y Yu.
i=1
Zeigen Sie, dass (m~"X,,) ein Martingal ist.

. (X,,) sei ein quadratintegrierbares Martingal und

n

Y, = Z(Xi — X;1)”

i=1

Zeigen Sie, dass X2 —Y,, ein Martingal ist.



