
5. Übung aus Maß- und Wahrscheinlichkeitstheorie 2
WS 2013

1. Gibt es auf ([0, 1] ,B∩ [0, 1]) eine Lebesgue-Zerlegung von ν bez. µ für

(a) ν := λ , µ(B) := ζ(B) := |B| ∀ B ∈ B ∩ [0, 1] ,

(b) ν := ζ , µ := λ ,

(c) ν(B) := |B ∩A| , µ(B) := |B ∩Ac| , A ∈ B ∩ [0, 1] ,

(d) ν(B) := |B ∩A| , µ(B) := |B ∩Ac| , A 6∈ B ∩ [0, 1] .

2. Sei

F (x) =


0, x < 1

lnx, 1 ≤ x < e
x+6−3e

3−e , e ≤ x < 3

4 x ≥ 3

(a) Man zeige, daß F eine Verteilungsfunktion i.w.S. ist.

(b) Man bestimme das Maß folgender Mengen {0}, {e},Q, [1, e], [1, e)

(c) Man bilde die Lebesgue-Zerlegung von µF bezüglich λ .

(d) Man zeige, dass für zwei Maße µ , ν gilt∫
f d(µ+ ν) =

∫
f dµ+

∫
f dν .

(e) Man berechne
∫
x2 + 1

x 1N0(x) dµF (x) .

3. Sind νn und ν :=
∑
n
νn endliche Maße auf dem endlichen Maßraum

(Ω,S, µ) mit den Lebesgue-Zerlegungen νc � µ , νn,c � µ , νs⊥µ , νn,s⊥µ ,
so gilt νc =

∑
n
νn,c ∧ νs =

∑
n
νn,s sowie

∑
n

dνn,c

dµ = dνc
dµ .

4. Gegeben seien folgende Verteilungsfunktionen auf R:

F (x) =


0 falls x < 0
x falls 0 ≤ x < 1
x+ 1 falls 1 ≤ x < 2
3 falls x ≥ 2

G(x) =


x falls x < 1
x2 falls 1 ≤ x < 2
5 falls x ≥ 2

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von µG bezüglich µF sowie die
Radon-Nikodym-Dichte dµG

dµF
des absolut stetigen Anteils.

5. Man zeige, dass auf S := {B×R : B ∈ B } das Maß ν(B×R) := λ(B)
absolut stetig bezüglich µ(B×R) := λ2(B×R) ist, dass es aber keine
Dichte dν

dµ gibt. Widerspricht dies dem Satz von Radon-Nikodym ?
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6. Sind (Ωi,Si, µi) i = 1, 2 zwei σ-endliche Maßräume, so zeige man,
dass aus νi � µi i = 1, 2 folgt: ν1 ⊗ ν2 � µ1 ⊗ µ2, und dass dann
gilt:

dν1 ⊗ ν2
dµ1 ⊗ µ2

=
dν1
dµ1
· dν2
dµ2

7. Man zeige, dass auf einem σ-endlichen Maßraum (Ω ,S , µ) jedes σ-
endliche, signierte Maß ν genau dann singulär zu µ ist, wenn kein
signiertes Maß ρ 6= 0 existiert mit |ρ| ≤ |ν| ∧ ρ� µ .
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