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1. Beweisen Sie, dass jede rechtsstetige Funktion f ∈ BV(a, b) die Diffe-
renz von zwei rechtsstetigen, monoton wachsenden Funktionen ist.

2. Man nennt einen Punkt x ∈ A ⊆ R einen Dichtepunkt von A , wenn
gilt lim

h↘0

λ∗(A∩(x−h,x+h) )
2h = 1 (λ∗ ist das äußere Lebesgue-Maß ). Man

beweise, dass jedes A ∈ L bis auf eine λ-Nullmenge nur aus Dichte-
punkten besteht.

Hinweis: Man kann o.E.d.A. annehmen A ⊆ [a , b] , a , b ∈ R
(warum?) λ(A ∩ [a, x]) =

∫
[a,x] 1A dλ .

3. Man zeige, dass jedes A ⊆ R bis auf eine λ-Nullmenge nur aus Dich-
tepunkten besteht.

Hinweis: Zu jedem A ⊆ R gibt es ein A ⊆ B ∈ L mit λ∗(A) = λ(B) .

4. Ist (fn) eine Folge monoton wachsender Funktionen auf [a , b] , für die
gilt f(x) :=

∑
n
fn(x) ∈ R ∀ x ∈ [a , b] , so zeige man, dass

(a)
∑
n
f ′n ≤ f ′ λ-fü,

(b) für die Teilfolge der Restsummen rnk :=
∑
n>nk

fn mit rnk(b) ≤ 2−k

∀ k ∈ N gilt
∑
k

r′nk <∞ λ-fü (was folgt daraus für lim
k
r′nk?),

(c)
∑
n
f ′n = f ′ λ-fü.

5. Man zeige, dass für 2 Zufallsvariable X,Y auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,S, P ) gilt:

(a) 0 < α < β ⇒ (E|X|α)
1
α ≤ (E|X|β)

1
β (Ljapunoff-Ungleichung)

(b) X ≥ 0, p > 0⇒ 1
(EX)p ≤ E 1

Xp

6. Ist P := (p1, . . . , pm) ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω := {ω1, . . . , ωm} ,
so beweise man, dass für jedes Maß Q := (q1, . . . , qm) mit

m∑
i=1

qi ≤ 1

gilt

H(P ) :=
m∑
i=1

pi log
1

pi
≤

m∑
i=1

pi log
1

qi
insbesondere H(P ) ≤ logm.

7. Man suche einen σ-endlichen Maßraum mit Lp ⊆ Lq ∀ 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ .
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