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1. Man zeige, dass fiir jede Filtation (2l,,) und jede Folge (X,,) von Zu-
fallsvariablen mit lim X,, = X P-fsund |X,| <Y € £; Pfs fiir alle

n € N gilt
ImE(X,|2,) = E(X|Ax) P-fs. 1)

Hinweis: Fir M, := sup |X,, — X| gilt lim M,, = limsup|X,, — X|

n>m m n
und M,, \, . Auf welche Arten konvergiert (M,,)? Zeigen Sie weiters
fiir n > m gilt

‘E(Xn’mn) - E(Xm[w)‘ < ]E(X\an) - E(X’%OO)’ + E(Mm‘mn)-

Beweisen Sie nun Hunts Lemma d.h. Gleichung (1) mit Hilfe dieser
Ungleichung und den Konvergenzaussagen iiber M,,.

2. Sind die Z; ~ B: unabhingig, so kann man X; := 27! (2Z; — 1)
2

als Nettogewinn des i-ten Spiels interpretieren, wenn man bei diesem

Spiel € 2:~! einsetzt, also in jedem Schritt seinen Einsatz verdoppelt.

(a) Zeigen Sie S, = > X, und 2, = &(Xy,..., X,) bilden ein
Martingal. =

(b) Beweisen Sie 7' := min{i : X; > 0} ist eine endliche Stoppzeit.

(¢) Man berechne St und ESt.

(d) Man interpretiere S7,, und berechne S7,, sowie ES7,, .

(e) Man berechne lim inff[ | |Sp| dP, E|S,| und supE|S,] .

T>n
3. Man zeige, dass fiir zwei Stoppzeiten o, 7 gilt A,pr = A N A .

4. Man zeige, dass die Summe zweier zu einer Filtration (;);>o gehori-
ger Stoppzeiten o und 7 ebenfalls eine Stoppzeit ist.
5. Ist (X, )nen eine unabhédngige Folge mit X,, := 2Y,, — 1, Y,, ~ Bui,
2

n
Xo:=0, 8, := ) Xj,sozeige man, dass 7, := inf{n : S, ¢ (—a,b)}

=0
fiir a, b € N eine endliche Stoppzeit zur Filtration 2,, := &(X1, ..., X,)
bildet. Weiters berechne man ES;, , und P(S:, , = a).
Hinweis: Was folgt aus [X; = -+ = X4 = 1] C [1,5 < b+ d] fiir
P (74 > k (b+ a))? Zudem sehe man sich (S7, ,an)nen genau an.



6. Fiir eine unabhéngige Folge (X,,),en mit X, := 2Y, — 1, Y, ~ Bi,
2
n
Xo:=0,8,:= > X;und 74 :=inf{n: S, ¢ (—a,b)} berechne man
=0
den Erwartungswert [E7, , der Stoppzeit 7, ;.
Hinweis: Wenden Sie auf (S? — n) den optionalen Stoppsatz an.

7. Man zeige, dass fiir ein Martingal (X, ,2(,,) mit sup E|X,,| < oo gilt:
n€eNg

(@) 3Y, = “,E“ E(X;"|2,) P-fs Vn,und (Y, ,2,) ist ein Martingal.

(b) (X,) ist darstellbar als Differenz 2-er nichtnegativer Martingale.



