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Man zeige, dass fiir eine Folge von unabhéngigen Ereignissen A,, mit P(4,,) = % die Summen
LA P . . .

Sp = ﬁ;gil P — f.s. konvergieren. Damit beweise man
i=2

1 « 1
Z(M—*) -0  P-—fs.
logn i

1=1

und zeige schlieflich

1 n
Z]lAi_’l P — f.s.

logn pt

Fiir w € [0,1) von ([0,1),%B](.1), Aljo,1)) sei (0,w1,w2,...);w; € {0,1} die dyadische Darstel-
lung. Man begriinde, dass M- fast alle Zahlen w aus |0,1] unendlich viele 0 in der dyadischen

Darstellung besitzen und
= 1
i 2 =

erfullen.

BEMERKUNG: Eine Zahl w mit dieser Eigenschaft heifit normale Zahl.

Die Familien (X, ;) und (Y7, €;) seien Martingale. Man begriinde, dass Z; := X; +Y; ein an
A, adaptiertes Martingal ist, wenn die Filtrationen 2; = €; gleich sind. Es soll ein Beispiel
gefunden werden, dass Z; kein Martingal (adaptiert an die kanonische Filtration) ist, wenn
A; und ¢; verschieden sind.

Die Folge Y; bestehe aus unabhéngig und identische verteilten Zufallsgrofen auf (2,2(,P)
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fy beziiglich des Mafles p auf R. f; sei eine weitere Wahr-
scheinlichkeitsdichte beziiglich p. Dann bilden die Likelihood-Quotienten

[ /1(Y5)
H?:l fO(Y;')

ein Martingal adaptiert an die kanonische Filtration von Y;.

L, =

Es sei X,,,n € N ein Martingal (beziiglich der kanonischen Filtration) mit EX?2 < oo, wobei
Xy = 0. Dann gilt

a) Die Zuwéchse sind unkorreliert, fiir j # k ist
E(Xy = Xp1)(X; = Xj0) = 0,
b)

EX2 = Y E(Xp—Xp1)® |
k=1
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c¢) wenn sup;, E(X; — X;_1)? < oo dann gilt fiir beliebiges € > 0

Xn
lim P(— >¢) = 0

n—oo n

Die Folge Ny, Ny = 0, Stochastischer Grofsen mit Werten in N habe unabhéngige Zuwéchse,
also Ny, — Ny, , bildet fiir beliebige 0 < ¢; < t3 < ...t, eine unabhéngige Folge, und die
Zuwéchse sind Poisson-verteilt Ny — Ns ~ Py_,) mit Parameter A(t — s) fiir festes A > 0 und
s < t. Man zeige, dass sowohl N; als auch N? ein Submartingal (adaptiert an die kanonische
Filtration) sind und gebe die Doob-Zerlegung von Ny an.

BEMERKUNG: N heifst homogener Poisson-Prozess mit Rate .

Die stochastische Folge N,,, Ng = 1 mit Werten in N bildet einen einfachen Verzweigungspro-

zess, wenn
Np
Npp1 = E Ek
k=1

wobei & € N unabhéingig (voneinander und von N,) und identische Realisierungen einer
Zufallsgroken & mit Mittel E€ = m und Varianz 02 < oo sind. Man zeige, dass

mn
ein Martingal ist und bestimme EN,, und Var(N,,).
Hinwers: Die Basis fiir die Berechnung der Varianz ist die Rekursion

Var(Np+1) = 02EN, + m2Var(Ny)

BEMERKUNG: Man kann N, als den Umfang der n-ten Generation interpretieren. Dann ist £, die Anzahl der 'Nach-

kommen’ des k-ten Individuums aus dieser Generation.



