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22) Zu der charakteristischen Funktion ϕX der Zufallsgröße X sind auch der Realteil R(ϕX) und
|ϕX |2 charakteristische Funktionen. Man überlege sich die entsprechenden Zufallsgrößen.

23) Für die k−dimensionale Normalverteilung XXX ∼ N(µ,Σ) soll die charakteristischen Funktion

ϕ(t) = IE eiXXX
⊤t, t ∈ R

k,

bestimmt werden. Damit zeige man, dass die Randverteilung einer Komponente Xi von XXX

wieder normalverteilt ist.
Hinweis: Man betrachte zunächst unabhängige Standardnomalverteilungen für Xi und verwende dann die Reproduk-

tionseigenschaft wie in Beispiel 4 beschrieben.

24) Die charakteristische Funktion ϕ : R → [0, 1] ist periodisch mit der Periode 2π und für
t ∈ [−π, π) ist

ϕ(t) = 1− 2
|t|

π
.

Man bestimme das diskrete Wahrscheinlichkeitsmaß auf Z zu ϕ.

25) Man berechne die charakteristische Funktion der Multinomialverteilung MN ;p1,p2,...,pk des
stochastischen Vektors X ∈ N

k−1. Damit soll gezeigt werden, dass jeder Teilvektor
X0 = (Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xim) von X mit {i1, i2, . . . , im} ⊆ {1, . . . , k−1} wieder Multinomialver-
teilt ist. (Vergleiche Beispiel 7).

26) Man zeige, dass durch

ζ(A) :=

{

|A| , für|A| < ∞

−|Ac| , für|Ac| < ∞

auf der Algebra A := {A ⊆ R : |A| < ∞ ∨ |Ac| < ∞} eine σ-additive Mengenfunktion
mit ζ(∅) = ζ(R) = 0 definiert wird, die aber nicht zu einem signierten Maß auf die von A

erzeugte σ-Algebra fortgesetzt werden kann.

27) Die Maße νi und µi seinen σ-endliche Maße auf (Ωi,Ai) mit νi ≪ µi für i = 1, 2. Für die
Produktmaße ν1 ⊗ ν2 bzw. µ1 ⊗ µ2 gilt dann

ν1 ⊗ ν2 ≪ µ1 ⊗ µ2

und die RN-Dichte ist ebenfalls das Produkt

d ν1 ⊗ ν2

d µ1 ⊗ µ2

(x1, x2) =
dν1

dµ1

(x1)
dν2

dµ2

(x2) .

28) a) Ist ν ein signiertes Maß auf einem Messraum (Ω ,S) so gilt

|ν|(A) = sup

{

n
∑

i=1

|ν(Ai)| :
n
⋃

i=1

Ai ⊆ A ∧ Ai ∩Aj = ∅ ,∀ i 6= j

}

.

b) Sind µ und ν zwei signierte Maße und ist auch µ + ν ein signiertes Maß (d.h. µ und ν

nehmen entweder beide nicht den Wert −∞ an oder beide nehmen ∞ nicht an), so gilt

|µ+ ν| ≤ |µ|+ |ν| .


