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1. Sei {g, : n € N} eine Durchnummerierung der rationalen Zahlen.
Welche der Fuktionen f, := 1y, .1, f :=1gund g:= > 2"1,

sind (uneigentlich) Riemann-integrierbar und/oder Lebesguie-integrier-
bar? Berechnen Sie die Integrale, sofern das sinnvoll ist. Was sagt das
Beispiel iiber die Giiltigkeit der Konvergenzsatze ( Satz von Levi, bzw.
Lebesgue ) fiir Folgen Riemann-integrierbarer Funktionen aus?

Losung: [ fo(w)dw = [ fod\ = [fdx = 0.und f, 7 f, |fal <
|f| Vn.Daher gelten beide Konvergenzsitze in bezug auf das Lebesgue-
Integral, aber f ist nicht Riemann-integrierbar.

g ist Riemann-integrierbar, denn g ist auf Q¢ stetig, also \-fii stetig.
r¢Qunde >0. n.:=max{n: 27" >¢c}und f := 1<Inl<n " — gnl ,
SNSNe

Dann gilt |g(r) — g(w)| < e flr allew € (r — 0,7+ 9) .

2. Sei {g,, : n € N} eine Durchnummerierung der rationalen Zahlen aus
Q = [0,1] und fi(w) = 30 27 (w — gu)?[1 — (w — g,)" sowie
n=1
f:=>_ fr.Sind die f; bzw. f Riemann-integrierbar auf Q2 ?
k=1
Losung: Wegen 0 < f, := 27" (w — ¢y)2 [1 — (w — go)2F1 < 27" gilt
0< fi < 1.
Zue >03n.: t(w) = Y finlw) < Y 27" <e VweN. Die

n>ne n>ne
endliche Summe s(w) = s.(w) := ) fin(w) ist stetig in w, d.h. aus
n<ne
lw — w'| < § folgt |s(w) — s(w')| < e. Damit gilt aber

|fr(w) = fr(w)] [fi(w) = s(@)] + [s(w) = s(W)] + |s(&) = fi(w)]

< ) —
< Jte(w)] e+ t(W)] < Be

Somit sind die f, stetig und Riemann-integrierbar auf [0, 1] .

Da die Doppelsumme f(w) = > > fin lauter positive Summanden
k=1n=1
hat, ergibt Vertauschung der Summantionsreihenfolge fiir w € [0, 1]\Q

[o.¢] oo
flw) = Y 27" (w—gu)® > [1—(w—g.)""
n=1 k=1

o0
= ;2—”@»% e 22”:



Filir w = ¢; gilt

fW) = > frn=>_> fem

k=1 n#i n#i k=1
1 ,
= > 2 (w-gn)? = 2" =1-27",
n#i (w N qn) n#i

Somit ist f gemal} der Argumentation in Bsp 1 A-fii stetig und Riemann-
integrierbar mit [ f(w)dw =1.

. Man zeige, dass eine auf [0,1] \-fii stetige und beschrénkte Funktion
f (d.h. f ist Riemann-integrierbar) nicht Borel-messbar sein muss.
Hinweis: Die Cantor-Menge C' enthilt, wie im Buch gezeigt, eine Men-
ge A ¢ B . Welche Unstetigkeitsstellen hat 14 ?

Losung: Fiir jede Menge A C R¥ stimmt die Menge der Unstetigkeits-
stellen von 1 4 iiberein mit dem Rand 0A .

Gilt ¥ € A und lim#,, = &, so liegen fast alle Glieder von (%) in

A. Daher gilt im 14(%,) = 1 = 14(%). Aus ¥ € A° und lim %, = ¥
n n

folgt mit demselben Argument lim 1 4(Z,) = 0 = 14(Z). Daher gilt

;1 U A€ C S, der Menge der Stetigkeitspunkte von 1 4 , bzw. §¢ C 9A.

Gilt umgekehrt £ € AN OA, so liegt & nicht in A. Daher gilt fiir alle
n €N K(@&21)nA° # (. Somit gibt es zu jedem n ein 7, € A°
mit ||Z, — | < 1. Fiir die Folge (#,) gilt demnach lim#, = # und
n
Hm L (2,) =0 14(2) = 1.
n —

Gilt ¥ € A°N0A, so gibt es wegen ¥ € A zu jedem n ein #,, € A mit
|2, — || < L. Somit gilt lim#, = Z und lim 1 4(Z,) = 1 # 1a(Z) = 0.
n n

Damit ist auch A C 5S¢ bewiesen.

C ist abgeschlossen. Somit A C Cund A\(C) =0 = [L14dz =0.

. Man berechne [ 1) d\, wobei die Menge C(e), 0 < e < 1 mit Hilfe
der untenstehenden Rekursion gebildet wird, und zeige, dass 1o
nicht Riemann-integrierbar ist.

lo:=0, ap1:=0, byy:=1, Co:=1Ipy:=[ao,1,bo1],
n—1;+bn_15—In

ln = =€", an2i-1:=an_1,4, bp2i-1:= 5 , (D)
An1i 4+ bno1i+1

an2i = — Lt 2” L bpoio1 = bp_1,, 2)

In,i = [an,ia bn,i]7 1<i< 2n’ (3)



gn
C, = U I, C:=C(e):= mC'n.
1=1 n

Hinweis: Welche Unstetigkeitsstellen besitzt ein Indikator 1 ?

Beweis: Die C,, sind abgeschlossen, daher ist auch C' abgeschlossen,
dh.esgilt C =C.

Fir Jp; := (bpoi-1,an2:), 1 < i < 27! gilt definitionsgemal J,,; C
C¢, und aus (1) und (2) folgt A(J,;) =1, V1 <1 < 2" sowie

In1i=Tn2i-1Ul2;UJy; Y1<i<2" 1l 4

Daher gilt C,, ¢ C,,_1 und A\(C,,) = M(Cp1) — 2" 1, = MCpq) —
2n~1¢n Daraus folgt mit vollstandiger Induktion

n

1 i—17. _ _5(1—(25)n)
MCp) =1 ;2 h=1-—F— (5)
Somit gilt
/11 A= AC) = lmA(C) =1— —=— 17354 (e
cat= I S P R

Ausz € CN(a,b) folgt x € C,, V n.Daher gibtes ein I,,; mitz € I,,;
und A\(I,;) < |z —a|] A |z — b|]. Wegen Jy11; C I; C (a,b) und
Jns1i C CSy € OO gilt (a,b)NC°#£0 = 2 ¢ C = C = 0. Daher
gilt 9C = T\ C = C. Das impliziert \(9C) = A(C) > 0, d.h. 14 ist
nicht \-fii stetig und damit nicht Riemann-integrierbar.

. Manzeige f(z) € M(R,B) & go(z) := f(z+a) € M(R,B), Va € R.
Weiters zeige man dass das Integral [ f d\ genau dann existiert, wenn
| ga d fiir jedes a € R existiert und dass dann gilt [ fd\ = [ g, dX.

Losung: g, = foG, mit G,(x) := z+a.Da G, stetig ist, ist die Zusam-
mensetzung messbar. Ist umgekehrt g, messbar, so ist f = g, 0 G !
und daher ebenfalls messbar.

Aus der Translationsinvarianz von X folgt A\G; ! = \. Daher folgt aus
dem allgemeinen Transformationssatz

/gad)\:/foGad)\:/fd)\Ggl:/fd)\.

. (X1,X2) ~ N(0,0,1,1,0) Man bestimme die gemeinsame Verteilung
und die Randverteilungen von
Y= X1 4+ X, Ys = X7 — X5 Sind Y3, Y, unabhingig?

X1—|-X2NN(0,2), X1—X2NN(0,2).

3



Y1 + Y- Y — Y- 1 1 1
X1: ! 2,X2: ! 2:>d€tT: %’ 21 = —.
2 2 3, —3| 2
1 (y%+2y1 y2+y§+y%f2y1y2+y§) 1 1 (y%er%)
2 4 2 2
= My, =—e = e

4 4
Y7 und Y5 sind also unabhéngig .

. In einer Urne befinden sich 2 wei3e und 8 schwarze Kugeln. Spieler A
zieht solange ohne Zuriicklegen aus der Urne, bis er die erste weil3e
Kugel erwischt. Danach zieht B bis zur 2-ten weif3en Kugel. Dabei
muss jeder Spieler dem Gegner pro Zug einen Euro zahlen. Ist das
Spiel fair?

Hinweis: Stellen Sie sich vor, Sie ziehen, bis die Urne leer ist und le-
gen die Kugeln kreisformig auf, wobei Sie den Beginn der Ziehungen
mit einer zusétzlichen besonders gekennzeichneten Kugel markieren.
Betrachten Sie nun die Anzahl der Kugeln bis einschliel3lich der 1-ten
weilRen Kugel, die Anzahl der Kugeln von dort weg bis einschlief3lich
der 2-ten weiflen Kugel und die Anzahl der restlichen Kugeln bis ein-
schlief8lich der markierten Kugel.

Losung: X ... Ziehungen bis 1-te weilde Kugel

Xs ... Ziehungen bis 2-te weif3e Kugel

X3... Rest + Startkugel

X1+ X9+ X3=11

X, sind identisch verteilt = EX; = EXy; = EX;3
& 11

EZXZ-:SIEXZ-:H = IEXZ-:?.
=1



