3. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Man zeige, dass fiir jede Familie von Funktionen X; : Q@ - R, t € T
gilt
6(X:teT)= |J 6X.:s€8).
SCT,[S|<No

Bew.: Fiiralle S C T gilt (X : s € S) C &(X; : t € T). Daraus folgt

U= U S(Xs:5€85)CB(Xi:teT).
SCT,|S|<Ro

0ed Qe

Aetl = 354 CT,|S4] <Np: Ae S(X;:s € Sy). Dadas System
S(X; : s € Sy) eine o-Algebra ist, folgt daraus A € &(X; : s € Sy).
Apetl YneN = 35, CT,|S]<Ny: 4, €S(Xs:s5€85,) Vn.
Aus A, € 6(Xs:s€S) Vnmits =S, und |S| < Ry folgt aber

U4, € 6(X;:5€5) = |JA, € 4l Somit ist i eine o-Algebra, und
wegen &(X;) CU VteT folgtdaraus S(X;:t € T) C 4.
2. Man beweise, dass fiir ) # €; CB(Q;), i = 1,2 auf Q; x Q, gilt
Q[U(Q:1> ®ng(¢2) = Q[g({cl X QQ,Ql x Cy: C; € Q:i}),

Gibt es Mengen C; ,, aus ¢; ,7 = 1,2 mit Q; = |JC; 5, , so gilt auch
A (C1) @A (C2) = A ({C1 x Ca 0 C; € T}).

Beweis: Fur f; : Q — Q,;, i € I und &; # () auf §; gilt (siehe Vorlesung)

910’ (U f_1(61)> = Qla (U f_l(Ao'(Qti) )> .
Wegen pr, (C1) = C1 x Qg bzw. pry(Cs) = Q1 x Oy ergibt das ange-

wendet auf pr; : Q1 x Q9 — Q;

Ay (€1) © Ao (C2) = Ao (Pr7 (Ao (€1)) U pry (Ao (€2)))
= A, (pr; (€1 Upry 1 (€2) ) = A ({C1 x Q2,1 x Co 2 C; € &}).

Wegen {Cl x Cqy: C; € Q:Z} cA:= {Al X Ay A; € Q[U(Q:Z')} gﬂt

Q[U({C1 x Cqy: C; € Q:Z}) - Q[U(Ql) = ng(c’il) ® Q[U(Q:Q).
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Umgekehrt gilt C; x Qp = J(C1 x Cap) € A ({C1 x C2 = C; € &})
und Q1 x Cy = J(C1,n X C2) € A ({C1 x Cy = C; € €;}) . Daraus folgt

Q[g({cl X QQ,Ql X CQ : CZ S @l}) - ng({cl X CQ : CZ S ¢z}) .

Die linke Seite stimmt, wie oben gezeigt, {iberein mit 2, (¢ ) @A, (€3) ,
also gﬂt ng(Q:l) ®ng(€2) = ng({Cl x Cy: C; € Q:z}) .

. Ist (2,8) ein Messraum und D := {(z,z) : = € Q}, so zeige man,
dassesein € C G, |€| < Ry gibt mit D € 2, (€) @ A, (€) und {z} €
A, (C) firallez € Q, wenn D e 6® 6.
Hinweis: A, (9) = U Ay (8)

6CH, [6]<Ro
Beweis: 5@G =A,(H) mitH:={AxB: ABecS}.ZuDeS®6
gibt es daher ein & = {G,, x H, : n € N, G, ,H, € &}, sodass gilt
D € A (&) C Ay (K) mit & 1= {Gpyx Hy, , G x HE , GE x H,, , G x HE} .
Nach Bsp 2. gilt %, (&) = A, (¢) ® A, (€) mit € := {G,,, G, , H, , HS} .
Aus D € A,(€) ® A,(C) folgt aber D, = {z} € A, (€) Vz e .

1, 0<wi <00, wi <wr <w+1
-1, 0fw<oo,w+1<wr<w+2
MaRraum (R?, B, , \) integrierbar? Berechnen Sie die iterierten Inte-
gralef [f f(wl,wg) )\(dWQ)] /\(dwl) undf [f f(wl,wg) /\(dwl)] )\(d(UQ) .
Losung: ft =14 mit A := {(w1,w2) : 0 <wy, w1 < wy < wy + 1}
und f~ =1 mit B := {((JJl,UJQ) 0w, wi+1<wy < UJ1+2}.
Daraus folgt [ fTdXs = A(4) = co und [ f~dXe = X2(B) = 0.
Somit existiert das Integral nicht.

(AUB)y, = (w1,w1 +1JU (w1 +1,w1 +2] Vw > 0. Daraus folgt

st f(wg,wo) = auf dem

wi+1 wi+2
ff(wl,WQ) )\(d&)g) = f 1d)\((.d2) — f 1d)\(¢d2) =0 Vw >0.
w1 wi1+1
Somit gllt f [f f(LL)1,WQ) )\(dwg)] )\(dwl) =0.
(O,UJQ], O0<wy <1
(AUB)UJQZ (O,WQ—l]U(WQ—l,WQ]7 l<wy <2

(WQ—Q,CUQ—I]U<CU2—1,¢U2], 2<wsy.



Daraus folgt

/[/f(wl,WQ))\(dwl)} Adu)

w2 w2 — w2

O/1 L/ld)\(wl)] d)\(wg)+l/2 { ()/1(1)@(@)1)12/1 1d)\(w1)] A (w3)
+7 r71(1)d>\(w1) + 72 1d/\(w1)] dA(w2)

2 22 WQ].

2
/wgd)\ Wy +/2 wa) dA(w2) + [ (1 —1)dA(w2) =
1

5. Man zeige, dass fiir eine Verteilungsfunktion F i.e.S. auf R gilt
/F(x—l—c)—F(a:))\(d:c) =c,VceR.

Beweis:

[Fta = FoM@) = [ | [ 1) Petan) | 2ae)

=[] temsateran | P = [ | [ 1aae)
:/CPF(dw):c.

C={(w,z): zeR, z<w<z+c}
= Cr=(x,x+c NCy=w—c,w).

Pp(dw)

6. Ist (2, &, i) ein o-endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und f € M*™(Q, &),

so gilt
[ran= [ ullr=e) .
[0,00)

Losung:
[ etrzmyaan =[] [1mge) ]

-/ [ /M 1 120)(@) A(dt)] ) = [ [ /[O,M u(dt)] p(de)
- / F()a(d)



k

7. Man zeige, dass fiir die Kugeln Vj(r) := {(1:1, cenzk) s Yar < 7“2}
i=1

die Rekursion A (Vi(1)) = 2 A\—2(Vi—2(1) ) , k > 2 gilt, aus der folgt

Aok (Var(1)) =

p o Aak—1(Var—1(1)) =
[1(29) [1(2i-1)

i=1 =1

k k—1
(27) 200t g,

Hinweis: Man berechne \;(Vj(1)) als Integral iiber die Volumina der
Schnitte Vi (1) (4, 4,) und beachte, dass Vj(r) durch eine lineare Trans-
formation aus V}(1) hervorgeht.

k
Losung:  Aus Vi(1) (3, o) = {(335, coTg) s At <l —af — x%} fiir
i=3
2?2 + 23 < 1und M\ (Vi(r) = r* A (Vi(1)) folgt

)\k(Vk(l)) == / )\k_g(vk_g(l - ﬂ?% - l‘%) ) )\Q(dﬂfl, dl‘g)
(2% +23<1]
= / (1— 22— 22)"% Meoo(Via(1)) Aa(dz1, das)
23 +23<1]
= Me2(Viea(1)) / (1 — 22— 22)"%° No(da1, dza). (2)
[23+23<1]

G : Rx[0,27) — R? definiert durch (x1, z2) := G(r, ) := (r cos ¢, 7 sin p)
induziert fiir v(A) := [, 7 X2(dr, dp) das MaB vG~1 = X, . Daher gilt

/ (1 —x%—x%)% dX\y = / (1— a2 —x%)% dvG™!

23 +23<1] 23 +23<1]

= / (1—r2)¥ v(dr,dp) =2m /(1—r2)]€227"/\(d7°).

[0,1]x[0,27) [0,1]
Die Substitution z = 1 — 2, dz = —r dr liefert schlieBlich

L ko
_ Tz 2
27r/(1—'r2)k22rdr:27r/22 dz=7—-2
2 k
[0,1] 0

|1_2l
O_k'

NEy

Eingesetzt in (2) ergibt das die Rekursion. Mit Vi (1)) =2,V5(1)) =7
folgt (1) daraus durch Induktion.



