5. Ubung aus MaB3- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

|A|, fiir| A| < o0
—|A°|, fiir]A¢| < o0
A:={ACR:|Al <o V |A°] < o} eine o-additive Mengenfunktion
mit () = {(R) = 0 definiert wird, die aber nicht zu einem signierten
Malf} auf die von 2l erzeugte o-Algebra fortgesetzt werden kann.

Losung: Sind (A,,) disjunkte Mengen aus 2 mit A := (J A, € % und

1. Man zeige, dass durch ((A) := { auf der Algebra

n
gilt | A| < oo, so muss es ein m geben sodass An =( Vn>m.Dann

gt ¢ (U4,) - (UA) 5 o) = 55 ).

Gilt |A| = oo, so muss es ein m geben sodass |AS,| < oo, denn aus
|A,| < oo V n wiirde folgen |A| < Xy = [A°] > Ng > oo, Somit
wiirde gelten |[A| = |A°| =00 = A ¢ 2.

Aus A, NA, =0 Vn#mfolgt A, C AS = |J A, C AS,.Daher

n#m

gilt A° = (AS = AS,\ g A, , und wegen g Ay, | < oo existiert

ein k, sodass A, =0 Vn > k. Daraus folgt

A = AS | = D JAn] = C(A) = D C(An) +((Am) = D C(An)

n<k, n<k,
(@) =0 A ¢(R) = —[R*[ = —[0] = 0.
WA, (A) = 6 :={A CR: |4 <Ry V |A9 < Ny} ist klar. Wire ¢
auf G fortsetzbar, miisste gelten ((N) = > (({n}) = >_1 = co. Aber

wegen 0 = ((R) = ¢(N)+¢(N°¢) kann C(Ncn) nicht endligh sein, und fiir
((N¢) = —o0 ist ¢ kein signiertes MaR3.

2. Man beweise, dass auf jedem signierten Maf3raum (2, S, v) gilt

lv|(A —Sup{2| UAlgA/\AlﬂAJ:@,\V’Z#j}

1=1

Aullerdem zeige man, dass fiir 2 signierte Mal3e 1 und v, deren Summe
u+v auch ein signiertes Mal? ist (d.h. x und v nehmen entweder beide
nicht den Wert —oo an oder beide nehmen oo nicht an), gilt

A+ v < |ul+v].



Beweis: Ist (P, N') eine Hahn-Zerlegung von (2 beziiglich v,so gilt mit
Ai:=ANPund A, = AN N

W[(A) =v(ANP) —v(ANN) = [v(A1)] + [v(As)]

< S::sup{z w(A)]: [ JAican AmAj:(D,Vi#j}.
=1

=1

Aber fiir alle Ay,..., A, mit A;,NA; =0,Vi+#jund UA C A gilt

=1

Z\ = Z Z A+ v (A7)
= !v!(U )<M L= 5 < |v|(A).

Sind (P,,N,),(P,,N,),(Ps, N,) die Hahn-Zerlegungen zu yx,v und
U+ v, so folgt aus der obigen Argumentation

4 vl(A) = (u+v)(ANP) - (n+v)(ANN,)
= u(ANPy)—p(ANNs)+v(ANPs) —v(ANNy)
< pANP,) —pwANN,) +v(ANP,) —v(ANN,).

. Ist u auf einem Ring R additiv mit () = 0 und nach unten be-

schrankt, d.h. es gibt ein K € R", sodass u(A) > —K V A € R,

dann gibt es 2 Inhalte p™ und g~ auf R mit = pu™ — p~

Losung: Aus () C A folgt u+(A) := sup{u(B) : BC A, B€ R} >0

V Amit (@) =0und = (A) := —inf{u(B) : BC A, BER} >0

mit u~(0) =0.

Aus A C B folgt nattirlich u*(A) < p*(B)und p~ (A) < = (B).

Sind nun A, , A, aus R disjunkt, so gilt

put (A1 U Ag) =sup{u(B): BC AjU Ay, B € R}

=sup{u(BNA;)+u(BNAs): BC A UAy, BeR}
<sup{u(B): BC Ay, Be R} +sup{u(B): BC Ay, B e R}
= ph (A1) + pt(A2).

Gilt 47 (A; U Ag) = oo, so folgt daraus (A1) + pt(As) = 0o, d.h. in

diesem Fall gilt u+(A; U Ay) = u(Aq) + pt(Asg).

Gilt T (A;UAs) < oo, so gilt wegen der Monotonie auch u7 (A1) < oo

und pt(As) < oo. Zu jedem ¢ > 0 gibt es B; C A;, B; € R mit
pt(A4;) —e < u(B;) < pt(A;), i =1,2. Wegen By N By = () gilt

(A1) 4+ pt (Ag) =26 < p(B1) + p(Bz) = p(B1U Bz) < i (A1 U A).
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Die Additivitdt von p~ zeigt man analog.

Aus u(A) = oo folgt wegen A C A € R auch pt(A) = oo, und
da voraussetzungsgemafy 0 < = (A) < K < oo, folgt daraus sofort
u(A) = p(A) — p(A) = oo.

Gilt u(A) < oo, so gilt fiir jedes B C A, B € R auch u(B) € R und
u(A\ B) € R,da u(A) = u(B) + u(A\ B). Daraus folgt

w(B) = n(A) ~ W(A\B) < p(A) + K YBCA, Ben
(A < a(A)] + K < oo
—u~ (A) =inf{u(A\ B): BC A, B e R}
=inf{u(A) —u(B): BC A, B € R}
= p(A) +inf{—p(B): BC A, Be R}
= pu(A) —sup{u(B) : BC A, B € R}
= u(A) = pH(A) = p(A) = p*(A) —pu(4).

4. Gibt es auf ([0, 1], N [0, 1]) eine Lebesgue-Zerlegung von v bez. y fiir

(@ v:=A,u(B):=((B):=|B] YvBe®Bnlo,1],
D vi=C,u=X,

(© v(B):=|BNnA|,u(B):=|BNA°|, AeBnJ0,1],
(d) v(B):=|BnA|,u(B):=|BNA°, A¢BNI0,1].

Losung:

@ ((B)=0= B=0 = AXB)=0 = v.=A,vs=0.

(b) Angenommen es gilt ( = (. + (s, < \,(sL\. Dann gibt es
ein C € & := BNJ[0,1] : mit A\(C°) = ((C) = 0. Wegen
A(C¢) =0 gilt C # 0. Fir z € C gilt wegen A({z}) = 0 jedoch
1=¢({z}) = C({z}) + G:({2}) <0+ (C) =0.

@ uvs=v,1.=0 = v(A°)=0,u(A) =0 = vslpu.

(d) Angenommen v = v, + v, ,v. < u,Vs Ly, dann gibt es ein C' €
S: v(C)=0und u(C°) =|C°NA° =0 = C°NA° =0 =
C°CA. DaCceGund A¢SgiltCc#A = CNAH#D.
Also gilt v(C' N A) > 0. Aber v5(C N A) < v(C) = 0 und aus
w(CNA)=|AnNCNA° | =0folgtv.(CNA)=0 = v#v.+vs.
Das ist ein Widerspruch.

5. Man zeige, dass auf einem o-endlichen Maraum (2,S, ) jedes o-
endliche, signierte Maf3 v genau dann singuldr zu p ist, wenn kein
signiertes Mal3 p # 0 existiert mit [p| < [v| A p < .

Beweis: v1lpy = 3C: [v|(C)=0 A u(C° = 0. Daraus und p < p
folgt |p|(C¢) = 0. Wegen 0 < [p|(C) < |v|(C) =0giltalso p=0.
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Gilt umgekehrt v Y u, so existiert, da u,v o-endlich sind, eine
Lebesgue-Zerlegung |v| = p+ 7 von |v| bez. pmit0 # p < pu A 7Lp.
Klarerweise gilt p(A) < p(A) +7(A) = |[v|(A).

. Ist (©2, &, p) ein endlicher MalSraum mit (£2) > 0, v ein weiteres end-
liches Maf3 auf dem Raum mit der Lebesgue-Zerlegung v, < p,vs Ly,
2l eine Teilsigmaalgebra von & und v := v|y die Restriktion von v auf
20 mit der Lebesgue-Zerlegung v, < p|s , Vs Ly, so gilt

Do(A) > ve(A) A Ty(A) < vg(A) VAeA.

Fir 2 :={0,Q} giltv =7, und 75, = 0.
Losung: Flir A := {0, Q} gilt () >0 = 75(Q) =0 = v(Q) = v.(Q).
Ist N € Amit p|g (V) = u(N) =0 A 7s(N¢) =0, dann gilt v.(N) = 0.

Ue(A) =V (ANNC) =0, (ANN®) + U5 (ANN®) =0(ANN°) =v(ANN°)
=V (ANN®) +v5(ANNC) =v.(ANN®) +v.(ANN) +vs(AN N°)
=V.(A) +vs(ANN°) > v (A).

. Man zeige, dass es zu zwei endlichen, zueinander nicht singuldren
Mafen 4, v auf einem Messraum (2 &) stets ein A € G und eine > 0
gibt, sodass p(A) > 0und e u(B) <v(B) VBCA.

Beweis:  Ist P, , N, := P¢ die Lebesgue-Zerlegung von v — %u, o}

gilt fir N :== (N, v(N) < 2u(N) VneN = yN)=0.
n

Da u,v nicht singuldr sind, folgt daraus pu(P) > 0 fiir P := N¢ =

\J P, , und dies impliziert weiters, dass ein n existiert mit p(P,) > 0.

n

Da P, die positive Menge der Hahn-Zerlegung von v — %,u ist, gilt
s1(B) <v(B) YBCP,.



