8. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Man zeige, dass fiir 2 Zufallsvariable X, Y auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, &, P) gilt:
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@ 0<a<p=(EX |a)§ < (E|X|?)® (Ljapunoff-Ungleichung)

(b) XZO,p>O:>ﬁ§E%

Losung: Ist o < 3, d.h. g > 1, soist f(x) := xg, x > 0 konvex, und
aus der Jensen-Ungleichung folgt

(EIX|") <E((X]*)) = E[X|® = (B|X]*)= < (E|X|*)7.

Auch die 2-te Ungleichung folgt aus der Jensen-Ungleichung, denn
f(z) := 2P ist wegen f"(x) = p(p + 1)z~P~2 > 0 konvex. Daher gilt

. CEf(X)=E—

JEX) = Exp < X

Fir0 < fe Li(R,B,\)und 0 < g € L,(R,B,)), 1 <p < oo zeige
man, dass die Faltungsdichte f * g L,—integrierbar ist und gilt
1 *gll, < WIf1lly llgll, (Young-Ungleichung).

Hinweis: Was fiir ein Mal® wird durch die Dichte ﬁ gebildet?
1

Beweis: Da P(A) := [, ﬁ dX\ ein Wahrscheinlichkeitsmal ist, folgt

aus der Jensen-Ungleichung, angewendet auf die konvexe Funktion
¢(z) := 2P, dem Satz von Fubini und der Translationsinvarianz von \

Ji=ateraas = [ ( [ats -5 @) s

=15t [ ([ats-0 ik A ) xs)

151 [ ( [ats =0 Pian)” agas

<171 [ [ ats ~ 17 Plan ras)
. / / o(s — 1P A(ds) P(dt) = [IfII? / / o(5)? A(ds) P(dt)
=111 [ Nl Pt = 171 gl = 171l < 151 Nl




3. Man suche eine Funktionenfolge (f,,) auf einem endlichen Maf3raum
(Q,6,u), sodass zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, fiir das gilt
w(A) <6 = [,|faldp < e aber sup [|fu]dp = oo, und ebenso
eine Folge mit sup [ |f,|dp < oo, die die obige ¢ — §- Bedingung nicht
erfillt.

Losung:  Betrachte auf (N ,B(N), u) mit u({k}) := 2% Vk € Ndie

n

Folge f, := nly . Klarerweise gilt [ f,du = § — oo, aber fiir alle
e>0gltp(A)<é=%1 = 1¢A = [, fudu=0 VneN.

fo:=2"1gy  Esgilt [ fudu=1 YnecN.Aberzu0 <e <1 gibtes
zu jedem § > 0 ein n : 2*"§(5:>,u({n})§5Af{n}fnduzl>a.

Ein anderes Bsp: f, :=n 1, 1) auf ([0,1], BN [0,1], )

4. Man suche eine Funktionenfolge (f,,) auf einem endlichen Maf3raum
(Q,6,u), die gleichméRBig integrierbar ist, zu der es aber keine inte-
grierbare Funktion g mit g > |f,,| p-fi VvV n € N gibt.

Losung:  Betrachte auf (N,B(N), x) mit u({k}) := 2% Vk c Ndie
Folge f, := % Liny Esgilt [ fr,dpu = % <1 VneN,undfirallee >

Ound ¢, := 251 > [1 gilt [f, > ¢.] = 0 fiirn < [1] = Jijusey fodn=0.
Aber fiir n > [1] gilt Jipseq frndp < [ fodp = 1 < ¢, dh.die f, sind

gleichmal3ig integrierbar. Aus g > f,, V n € N folgt g(k) > % VEke
N. Somit gilt [ gdu > Z% = 00.
ke

5. Sind ¥, G Familien mesbarer Funktionen auf einem Mallraum (2,6 , i) ,
SO Zeige man:
(@ FC Ly A F| <o = TFist gleichméRig integrierbar,

(b) g ist gleichméaRig integrierbar, wenn F gleichméRig integrierbar
istund Vge G I feT: |g <|f] pfi,

(c) sind ¥, 9 gleichmélig integrierbar, so ist {f Vg,f+g : f €
F,g € G} auch gleichmaRig integrierbar.

Beweis:

n

(@) FirJ := {f1,..., fu} C L] gilt h = ; |f:| € £1 und natiirlich
[(fil=h)Tdu=0 V1<i<n.
(b) Iste > 0und h. € £] mitsup [(|f| — he)" du < €, so gilt klarer-
feg

weise [(|gl=he)" dp < [(|f|=he)" dp < ?Elgf(lflfhefr dp <e,



(c) Dal|fvg| <|fl+lgl, [f+gl <|f|+]g]|, reicht es die gleichmallige
Integrierbarkeit von {|f| + |g| : f € F,g € G} zu zeigen.

c:zsjyp/|f|+|g|dugs?p/|f|du+sup/|g|du<oo.
79 g

Iste >0, he k. € L und gilt [, hedp < 6 = sup [, |fldu<e
fex
bzw. [, k- dp < 8> = sup [, |g|dp < e, so gilt h. + k. € £ und
g€§
fA(h5+k35)d/L§61:51/\52 = fAhEdugél/\fAkgd,ug@ =

[151+1aldu= [ 1f1du+ [lgldn < 2.
A A A

6. Man zeige, dass eine Familie { X; : € I} von Zufallsvariablen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) gleichmal3ig integrierbar ist, wenn
fiir eine Funktion g : R™ — R mit lim @ = oo gilt

Tr—00

C = supE g(|X;|) < oo. (1)
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Umgekehrt zeige man, dass fiir die Funktion h(z) := > (z — ¢)" bei

k=1

geeigneter Wahl der ¢, gilt

h
supE h(]X;]) <oo A lim hiz) = 00, (2)

r—00 I
wenn die X; gleichmal3ig integrierbar sind.
Beweis: Wegen lim —*~ = 0 gibt es zu jedem ¢ > 0 ein c., sodass
z—00 9(T)
% <& Vz2>c. Damitgilt

| Xil S /
X,|dP = / g(|Xi)aP < & g(|1Xi|)dP < e.
| i esa(xiip< S [ g0xi)
[1X:|>ce] [1Xi|>ce] [1X3]>ce]

Sind die X; gleichmaRig integrierbar, so gibt es zu jedem k € N
ein by, sodass 2% > f[|Xi|Zbk] | X;| dP. Die ¢p :=0, ¢ := b V (2ck—1)
sind strikt monoton wachsend, und fiir sie gilt klarerweise ebenfalls
27k > Jixizen 1Xil 4P = [(|Xi| = cx)* dP. Vi € I. Das ergibt zusam-
men mit dem Satz iiber die Konvergenz durch Monotonie

EnxD) = [ Yo%)t
k=1

= Z/(|Xi|—0k)+dp<22_k<oo Viel.
k=1 k=1
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Firx > 2¢, giltM >

xT



