
8. Übung aus Maß- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Man zeige, dass für 2 Zufallsvariable X,Y auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,S, P ) gilt:

(a) 0 < α < β ⇒ (E|X|α)
1
α ≤ (E|X|β)

1
β (Ljapunoff-Ungleichung)

(b) X ≥ 0, p > 0⇒ 1
(EX)p ≤ E 1

Xp

Lösung: Ist α < β, d.h. βα > 1, so ist f(x) := x
β
α , x > 0 konvex, und

aus der Jensen-Ungleichung folgt

(E|X|α)
β
α ≤ E

(
(|X|α)

β
α
)

= E|X|β ⇒ (E|X|α)
1
α ≤ (E|X|β)

1
β .

Auch die 2-te Ungleichung folgt aus der Jensen-Ungleichung, denn
f(x) := x−p ist wegen f ′′(x) = p(p+ 1)x−p−2 > 0 konvex. Daher gilt

f(EX) =
1

(EX)p
≤ Ef(X) = E

1

Xp
.

2. Für 0 ≤ f ∈ L1(R,B, λ) und 0 ≤ g ∈ Lp(R,B, λ), 1 ≤ p < ∞ zeige
man, dass die Faltungsdichte f ∗ g Lp−integrierbar ist und gilt

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p (Young-Ungleichung).

Hinweis: Was für ein Maß wird durch die Dichte f
‖f‖1

gebildet?

Beweis: Da P (A) :=
∫
A

f
‖f‖1

dλ ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, folgt
aus der Jensen-Ungleichung, angewendet auf die konvexe Funktion
φ(x) := xp, dem Satz von Fubini und der Translationsinvarianz von λ∫

(f ∗ g(s))p λ(ds) =

∫ (∫
g(s− t) f(t)λ(dt)

)p
λ(ds)

= ‖f‖p1
∫ (∫

g(s− t) f(t)

‖f‖1
λ(dt)

)p
λ(ds)

= ‖f‖p1
∫ (∫

g(s− t)P (dt)

)p
λ(ds)

≤ ‖f‖p1
∫ ∫

g(s− t)p P (dt)λ(ds)

= ‖f‖p1
∫ ∫

g(s− t)p λ(ds)P (dt) = ‖f‖p1
∫ ∫

g(s)p λ(ds)P (dt)

= ‖f‖p1
∫
‖g‖pp P (dt) = ‖f‖p1 ‖g‖

p
p ⇒ ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p .
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3. Man suche eine Funktionenfolge (fn) auf einem endlichen Maßraum
(Ω ,S , µ) , sodass zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, für das gilt
µ(A) ≤ δ ⇒

∫
A |fn| dµ < ε aber sup

n

∫
|fn| dµ = ∞ , und ebenso

eine Folge mit sup
n

∫
|fn| dµ <∞ , die die obige ε− δ- Bedingung nicht

erfüllt.

Lösung: Betrachte auf (N ,P(N) , µ) mit µ({k}) := 2−k ∀ k ∈ N die
Folge fn := n 1{1} . Klarerweise gilt

∫
fn dµ = n

2 → ∞ , aber für alle
ε > 0 gilt µ(A) ≤ δ := 1

4 ⇒ 1 /∈ A ⇒
∫
A fn dµ = 0 ∀ n ∈ N .

fn := 2n 1{n} . Es gilt
∫
fn dµ = 1 ∀ n ∈ N . Aber zu 0 < ε < 1 gibt es

zu jedem δ > 0 ein n : 2−n ≤ δ ⇒ µ({n}) ≤ δ ∧
∫
{n} fn dµ = 1 > ε .

Ein anderes Bsp: fn := n 1[0, 1
n
] auf ([0, 1],B ∩ [0, 1], λ)

4. Man suche eine Funktionenfolge (fn) auf einem endlichen Maßraum
(Ω ,S , µ) , die gleichmäßig integrierbar ist, zu der es aber keine inte-
grierbare Funktion g mit g ≥ |fn| µ-fü ∀ n ∈ N gibt.

Lösung: Betrachte auf (N ,P(N) , µ) mit µ({k}) := 2−k ∀ k ∈ N die
Folge fn := 2n

n 1{n} . Es gilt
∫
fn dµ = 1

n ≤ 1 ∀ n ∈ N , und für alle ε >

0 und cε := 2d
1
ε
e ≥ d1εe gilt [fn > cε] = ∅ für n ≤ d1εe ⇒

∫
[fn>cε]

fn dµ = 0 .

Aber für n > d1εe gilt
∫
[fn>cε]

fn dµ ≤
∫
fn dµ = 1

n < ε , d.h. die fn sind

gleichmäßig integrierbar. Aus g ≥ fn ∀ n ∈ N folgt g(k) ≥ 2k

k ∀ k ∈
N . Somit gilt

∫
g dµ ≥

∑
k

1
k =∞ .

5. Sind F ,G Familien mesbarer Funktionen auf einem Maßraum (Ω ,S , µ) ,
so zeige man:

(a) F ⊆ L1 ∧ |F| <∞ ⇒ F ist gleichmäßig integrierbar,

(b) G ist gleichmäßig integrierbar, wenn F gleichmäßig integrierbar
ist und ∀ g ∈ G ∃ f ∈ F : |g| ≤ |f | µ-fü,

(c) sind F ,G gleichmäßig integrierbar, so ist {f ∨ g , f ± g : f ∈
F , g ∈ G} auch gleichmäßig integrierbar.

Beweis:

(a) Für F := {f1, . . . , fn} ⊆ L+
1 gilt h :=

n∑
i=1
|fi| ∈ L1 und natürlich∫

(|fi| − h)+ dµ = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ n .
(b) Ist ε > 0 und hε ∈ L+

1 mit sup
f∈F

∫
(|f | − hε)+ dµ ≤ ε , so gilt klarer-

weise
∫

(|g|−hε)+ dµ ≤
∫

(|f |−hε)+ dµ ≤ sup
f∈F

∫
(|f |−hε)+ dµ ≤ ε ,
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(c) Da |f∨g| ≤ |f |+|g| , |f+g| ≤ |f |+|g| , reicht es die gleichmäßige
Integrierbarkeit von {|f |+ |g| : f ∈ F , g ∈ G} zu zeigen.

C := sup
f,g

∫
|f |+ |g| dµ ≤ sup

f

∫
|f | dµ+ sup

g

∫
|g| dµ <∞ .

Ist ε > 0 , hε , kε ∈ L+
1 und gilt

∫
A hε dµ ≤ δ1 ⇒ sup

f∈F

∫
A |f | dµ < ε

bzw.
∫
A kε dµ ≤ δ2 ⇒ sup

g∈G

∫
A |g| dµ < ε , so gilt hε+kε ∈ L+

1 und∫
A(hε+kε) dµ ≤ δ := δ1∧δ2 ⇒

∫
A hε dµ ≤ δ1 ∧

∫
A kε dµ ≤ δ2 ⇒∫

A

|f |+ |g| dµ =

∫
A

|f | dµ+

∫
A

|g| dµ ≤ 2 ε .

6. Man zeige, dass eine Familie {Xi :∈ I} von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,S, P ) gleichmäßig integrierbar ist, wenn
für eine Funktion g : R+ → R+ mit lim

x→∞
g(x)
x =∞ gilt

C := sup
i

E g(|Xi|) <∞. (1)

Umgekehrt zeige man, dass für die Funktion h(x) :=
∞∑
k=1

(x− ck)+ bei

geeigneter Wahl der ck gilt

sup
i

Eh(|Xi|) <∞ ∧ lim
x→∞

h(x)

x
=∞, (2)

wenn die Xi gleichmäßig integrierbar sind.

Beweis: Wegen lim
x→∞

x
g(x) = 0 gibt es zu jedem ε > 0 ein cε, sodass

x
g(x) ≤

ε
C ∀ x ≥ cε. Damit gilt∫

[|Xi|≥cε]

|Xi| dP =

∫
[|Xi|≥cε]

|Xi|
g(|Xi|)

g(|Xi|)dP ≤
ε

C

∫
[|Xi|≥cε]

g(|Xi|)dP ≤ ε.

Sind die Xi gleichmäßig integrierbar, so gibt es zu jedem k ∈ N
ein bk, sodass 2−k ≥

∫
[|Xi|≥bk] |Xi| dP. Die c0 := 0, ck := bk ∨ (2 ck−1)

sind strikt monoton wachsend, und für sie gilt klarerweise ebenfalls
2−k ≥

∫
[|Xi|≥ck] |Xi| dP ≥

∫
(|Xi| − ck)+ dP. ∀ i ∈ I. Das ergibt zusam-

men mit dem Satz über die Konvergenz durch Monotonie

Eh(|Xi|) =

∫ ∞∑
k=1

(|Xi| − ck)+ dP

=

∞∑
k=1

∫
(|Xi| − ck)+ dP ≤

∞∑
k=1

2−k <∞ ∀ i ∈ I.
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Für x ≥ 2 cn gilt h(x)
x ≥

n∑
k=1

(
1− ck

2 cn

)
≥ n

2 ⇒ lim
x→∞

h(x)
x =∞.
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