13. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
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1. Man beweise, dass aus X,, = X folgt: E|X| < liminf E|X,|.
n

Losung:  Aus dem Satz von Skorochod folgt 1Y, ~ X,,,Y ~ X und
Y, = Y P-fs = |Y,| — |Y| P-fs. Aus dem Lemma von Fatou folgt
daher E |X| = E|Y| = Elim|Y,| < imE|Y, | = imE|X,,| .

2. Man zeige, dass fiir Zufallsvariable X, mit P(X,, € Z) =1 Vn eN
die folgende Aquivalenz gilt
X,=X& (PXeZ)=1ANlimP(X,=2)=P(X=2) VzeZ).

Weiters zeige man, dass aus lim P(X,, = z) = P(X =z) VzeZiA.
n
nicht folgt X,, = X.

Beweis: = Losung 1: Z¢ = |J (z,z + 1) ist offen. Sind nun P, und
2EZ

P die durch X, bzw. X induzierten Verteilungen und F,, sowie F' die
Verteilungsfunktionen, so folgt aus dem Portmanteau-Satz

P(X € 2°) = P(Z°) <liminf P,,(Z°) = 0= P(X € Z) = P(Z) = 1.

Damit ist F' auf jedem Intervall (z, z+ 1) konstant, und aus der Rechts-
stetigkeit von F folgt F'(z) = F(xz) V z € (z,z + 1). Dies impliziert
nunmit0 <e <1

P(X =z)=F(z+e)-F(z—¢) = liran(Fn(z—l—e)—Fn(z—g)) = lirrln P(X, = z).

Losung 2: Sind F,, , F die zu X,, und X gehorigen Verteilungsfunktio-
nen und ist Cr die Menge der Stetigkeitspunkte von F', so gibt es zu
x€(z,241),2€Z u,vweCpmitz<u<uz<v<z+1.Daher
gilt F,(z) = Fi(u) < Fy(z) < F,(v) = F,(2) Vn € N. Daraus folgt

limsup F,,(z) = limsup F,(u) = lim F,(u) = F(u) < F(x)
< F(v) =lim F,(v) = liminf F,,(v) = liminf F,(2) .
Somit gilt F'(z) = limF,(2) VY = € (z,z + 1). Wegen der Rechts-
stetigkeit von F' gilt auch F(z) = li{‘n F(z) =limF,(z) VzeZ.
Aullerdem gilt P(X € (z,z2+ 1)) =F_(2+1) — F(z) = lim F,,(2) —
lim F,(z) =0 V z € Z. Daraus folgt P(X € Z) =1 und

P(X =2)=F(2)-F(2—1) = liTEn[Fn(z)—Fn(z—l)] = liTJEn P(X, =2).
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< Ve>03dm,n.eN: P(X <-m)< 7 A PX >m)< {sowie

|P(Xp=2)—P(X =2)| < & Vnan,V—mgzgm Daraus
m m

folgt > P(X,=2)> > PX=2-5>1-¢c = Fy(z)<
z=—m z=—m

e Vo< —mA Fyzx) >1—¢ Vaz>m.Somit |F,(z)— F(z) <

2¢e Vaxe[-m,ml.

Fir-m<z<z<z+1<mundn > n. gilt

[Fn(z) — F(2)] = [Fu(z) = F(2)]

<|Fu(=m) = F(=m)| + > |P(Xn =k) = P(X = k)| < 3e.

k=—m

Bemerkung: Ohne P(X € Z) = 1 kann man im Allgemeinen aus
limP(X,, =z2) = P(X = %) Vze& Znichtauf X,, = X schlieRen,

wie das folgende Beispiel zeigt.

Fir P(X,, =n) =1lund P(X =0.5) =1gilt /;,, = 0# F, und
zudem gilt im P(X,, =2)=P(X =2)=0 VzecZ.

. Man berechne die charakteristische Funktion von U ~ U_;; und zei-
ge, dass es keine unabhéngig, identisch verteilten Zufallsvariablen X, Y
mit X —Y ~ Ufl,l glbt

1

L —itx :
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Losung:  ¢(t) =

L

0 0
ox+y(t) =ox(t) -y (t) = px(t) p-x(t) = ox(t) px(t) >0 VteR.
-
Aber oy (3F) = QS;HWQ = -2 <0.

. Man zeige, dass die Zufallsariablen X, mit den charakteristischen
Funktionen ¢, (t) := e~ (1+3) 1l keinen Erwartungswert besitzen, und
_ N
dass die Stichprobenmittel X := 3 > X, stochastisch gegen eine

n=1
Cauchyverteilung konvergieren, wenn die X,, unabhéngig sind.
Beweis:  Da die ¢,, reellwetig sind, sind die X,, symmetrisch um 0.
Daher gilt entweder EX,, = 0 V n € N oder die Erwartungswerte
existieren nicht.
Aber aus EX,, = 0 miisste folgen ¢/, (0) = 0. Das steht im Widerspruch

zu 8l<pn( ) = ( n) 7é 87“9071( ) = (1 )

S _ 11
NS " <1+ 3t )
hll\(fn Py (t) = liN e " ":1( ») =lime Mazmr) 2

Daher folgt die Behauptung aus dem Stetigkeitssatz von Lévy.



5. Man beweise mit charakteristischen Funktionen, dass fiir unabhingig,
identisch verteilte Zufallsvariable X,, mit endlicher Varianz o2 gilt

"X, —EX,
S, =) =K N(0,1).
; o /n = N(0,1)

Losung:  Fiir vy := Xe=EXk EX’“ g11t EY; =0,EY? =1 Vk e N.Daraus
folgt o(t) := gy, (t) =1 — 7 + o(t?) und wir erhalten

t 12 2\ \" _ 42 2 2
0= () (- oo (§)) e

Das ist die charakteristische Funktion von N (0, 1). Nach dem Stetig-
keitssatz von Lévy ist die Behauptung damit bewiesen.

6. Das Millionenrad der Brieflotterie besteht aus 80 Feldern. Auf 74 Fel-
dern entfallen verschiedene Gewinnsummen z;, die mitsamt der Wahr-
scheinlichkeit ihres Auftretens p; in der folgenden Tabelle aufgelistet
sind. Bleibt das Rad auf einem dieser Felder stehen, so erhélt der Kan-
didat den entsprechenden Gewinn, und das Spiel ist beendet.

i 1 2 3 4 5 6 7
x; | 1Mio. | 500000 | 100000 | 50000 | 30000 | 20000 | 10000

i 3 [§) 11 20 9 15 10

Di 30 80 80 80 30 80 80

Sechs Felder sind sogenannte Verdopplungsfelder. Stoppt das Rad auf
einem dieser Felder, so darf der Kandidat solange weiterspielen, bis
das Rad schlieRlich auf einem der 74 Gewinnfelder zum Stillstand
kommt, und der Spieler erhilt das 2" !-fache des Gewinns, wenn
das Gliicksrad erst im n-ten Durchgang, auf einem Gewinnfeld halt.
Jede Woche diirfen 3 Kandidaten an diesem Spiel teilnehmen. Wie-
viel Kapital muss der Spielbetreiber pro Jahr fiir die Gewinnausschiit-
tung vorsehen, wenn diese Summe mit einer Wahrscheinlichkeit von
1 — a = 0.9, nicht tiberschritten werden soll?

Losung: ¢ :== 1 — E P = ist die Wahrscheinlichkeit, da® das Rad
auf einem Verdopplungsfeld hilt. G der Gewinn eines Kandidaten.
Mit C := E xipi = 109625, Q = Z z3p; = 5.8438 - 10! und der
Anzahl de;:\}erdoppelungen t erhalt nzlzlil fir EG und Var G

1 80
ZZ? zipiqt = CZ (2¢)! = g =12897

t=0 =1 2(]




co 7

7 00
Q 80Q 10Q
EG? =) > 2"aipig' =) aipi ) (dg)' = i 56 7
=0 i—1 i=1 =0

Daraus folgt Var G = EG? — (EG)? == 2@ — 330C? = 6.6849 - 10'°
und o = v/ Var G = 258553.
Wenn pro Jahr 156 Kandidaten spielen, so ist die durchschnittliche

Jahresgewinnsumme J = 156 - EG = 20 119 414, und auf Grund des
156

Grenzverteilungssatzes gilt P <Z G; <J+u_qogV 156) =1-aq,
i=1

wobei u1_, das a-Fraktil der Standardnormalverteilung ist. Der Wert

fiir die Gewinnobergrenze betrégt daher 24 258 000 (u;_, = 1, 2816).

. Unter 2N + 1 Personen wird eine Abstimmung iiber ein Projekt durch-
gefiihrt. n Personen sind fiir das Projekt der Rest ist gleichgiiltig und
entscheidet mit der Wahrscheinlichkeit 0.5 fiir oder gegen das Projekt.
Wie grold muss n sein damit die Befiirworter mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.99 gewinnen. Berechnen Sie n konkret fiir N=500 000.

. 2N+1—n §_2N+l-n
LO.SL[Tlg.' Xz ~ BO,5, S = Z Xz ~ B2N+1_n70.5’ Z = 7\/2]\,_*7?%
=1 2

Na4l_n_ 2N+tl-n
P(SZN+1n):P<ZZ ikl

V2N+1—n
2

1-— 1-—
:P<Zzn>z1<1><">=7::0.01.
V2N +1-—n V2N +1-—n

1-n

AN U= ®~1(1 — 7). Quadrieren ergibt

Daraus folgt

n?—2n+1=2Nu*+u’—u’n=n’+w?-2)n+1-2Nu*-u®=0.

Damit erhilt man n = —“22_2 + \/(”222)2 4+ 2Nu?2 —u?2 — 1~ 2325.



