Zusatzblatt aus Mal3- und Wahrscheinlichkeitstheorie

Beispiele sind nicht verpflichtend

. Man zeige, dass auf einem endlichen MaBraum ({2, &, ;1) fiir jede Men-
ge D C Qgilt p*(D) = p(2) & pu(d) =0 VAe & AC D
(D heilst dann ,dicke Menge“), und dass fiir dicke Mengen durch
up(AND) = pu(A) VvV A € & auf (D,& N D) ein wohldefiniertes
MaR festgelegt wird.

. Man beweise, dass es zu jedem A € B, mit 0 < \;(A) ein r > 0 gibt,
sodass gilt K(0,7) := {&: ||&|| <r} CA—A:={Z—7: &,7¢€ A}.
Hinweis: Nehmen Sie o.E.d.A. an, dass gilt A ist kompakt, A C U, U
offen und \;(U) < 2 A\(A) (warum diirfen diese Annahmen getroffen
werden?). Kénnen A und A + 7 disjunkt sein, wenn gilt A + # C U?

Istag == (ra) mod 1l :=za— |[za] mitae Q°N(0,1), z € Z, und
a®b:=(a+b) mod1lbzw.a©b:=a® (-b), a,b € R, so zeige man:

(@ oy ®ay=ag4y Va,yeZ (damit gilt auch o, © oy = vy ).
b) v#y = oz #ay;fir A:={o,: x € Z} gilt also |A| = co.

() B:={ag,: x € Z} und C := {ag,+1 : « € Z} sind dicht in
Q:=10,1). o
Hinweis: Wenn man [0, 1) in die Intervalle [, L) zerlegt, miis-

sen dann mindestens 2 Punkte as, < a2, in einem Intervall lie-
gen? Was gilt fiir die Vielfachen der Differenz d := ag, — ap,?

(d) w~w =w6w € Aist eine Aquivalenzrelation auf Q := [0,1).
Ist F eine Menge, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen
Vertreter enthélt, so gilt Q = |J E® o, und EGa, NE® oy, =0

TEL
V x # y, wobei natiirlich E ® a, := {e ® ay; e € E}.

() FEBNOAAFCG:= ] EQaz, = ANF)=0 = \(G°) =1,
TEL
FeBNOANF C G = | E®az11 = AMF)=0 = \(G) =1,
T€EZ
d.h. G und G* sind ,,dicke Mengen “. des Raums (2,8 N Q, A).

Hinweis: Verwenden Sie die Beispiele 1, 2 und Punkt 3c.

4. Ist (Q,20) := ([0,1),8 N [0,1)) und D C Q eine Menge, fiir die gilt

A (D) = X*(D°) = 1, so beweise man

(a) 6 := {A1UAQ : A eAnND, Ay GQ[QDC}:%U(Q[U{D}).

(b) P((DNBi)U(D°N By)) := 280 4 AB) g, B, 9l ist eine
wohldefinierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf .



(c) Berechnen Sie P(D), P(B) und P(D N B) fir B € A. Welche
Beziehung besteht zwischen 2( und { D}? Bestimmen Sie P(D|2).

(d) Ist P(.]2)(.) eine regulire durch 2 bedingte Verteilung auf &,
so gibt es eine P-Nullmenge N, auf deren Komplement N¢ gilt
P(lp,q))2) =11, 4 V¥ p,q € 2N Q. Daraus folgere man, dass fiir
alle w € N° gilt P({w}|2)(w) = Ly (w) = 1.

(e) Nun beweise man, dass gilt P(D|)(w) > 1 Vw e N°ND. Ist
dies mit dem Ergebnis aus Punkt 4c. vereinbar ?



