6. Ubung aus Informations- und Codierungstheorie
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1. Sei P = (p1,...,pm) mitp1 > p2 > ... > p,,. Man zeige, dass aus p; > %
folgt, dass das kiirzeste Wort im binidren Huffman-Code die Lange 1 hat.
Lésung: Fiir m = 2, 3 ist die Aussage trivial.
m=4: p > % = pa+p3+ps < %,unddamitgiltﬁirm > %
p3+ps < % < py Aber auch fiir p, < % gilt wegen py > p3 > py
ps +ps < 2 < p1. Somit werden nach 3,4 die Ausgénge 2,{3,4} zu-
sammengefasst und die 1-te Frage entscheidet zwischen 1 und diesem
Ausgang.

m > 5 : Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir m — 1 richtig ist. Klarer-

m
weise gilt > p; < 2. Daraus folgt
i=2

ol w

m—1
2 (pm—l +pm) S LTJ (pm,—l +pm) S sz <
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Damit ist p; auch in der reduzierten Verteilung die grof3te Wahrschein-
lichkeit und die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme.

2. Sei P = (p1,...,pm) Mit p; > py > ... > p,,. Man zeige, dass fiir p; < %

das kiirzeste Wort im bindren Huffman-Code aus mindestens 2 Zeichen
bestehen muss.
Losung: Der Huffman-Algorithmus fiihrt nach m — 3 Schritten zu einer
Verteilung P = (p1,p2,p3) mit p1 > p2 > p3. Gilt py # p;, i = 1,2,3,
so wurde p; schon in einem der bisherigen Schritte zusammengefasst,
sodass gilt Iy > 1. Gilt p; = p» oder p; = p3, so impliziert das [; = 2.
Aber p; = p; kann nicht sein wegen p; < % undp; +p2 +p3=1.

3. Man beweise, dass fiir jede Verteilung P = (p1,...,pm), zu der es
einen Préfix-Code C mit den Wortldngen [, .. .,[,, auf dem Codealphabet
{0,...,7 — 1} gibt, dessen mittlere Wortldnge /(C) mit H,(P) iiberein-
stimmt, giltm =1mod (r —1)und p; =r=% Vi=1,...,m.

Beweis: Da C ein Prifix-Code ist, gilt >_ 7= < 1. Mit Q := (r~11,...,r~Im)
=1
gilt0 = D(P|Q) = 3_ p; log, r'' =H(P) = - pili—H(P) = (C) ~ H(P)
1=1 =1
genau dann, wenn P = @, dh. p; = r=% V 1 < i < m. Aber dann
gilt auch > r~% = Y p;, = 1, dh. C ist vollstindig. Das impliziert

=1 =1
m=1mod (r —1).



2

4. Man zeige, dass es zu jedem Prafixcode zum Codealphabet {0, ...,r — 1},

m

fiir dessen Wortlangen [y,...,1l,, gilt > r~% < 1 Codefolgen gibt, die
i=1

nicht entziffert werden konnen.

Beweis: Gilt 0.E.d.A. [y < --- < l,,, so gibt es eine Folge aus {0,...,r —

1}, die weder Codewort noch Prifix eines Codewortes ist (wegen

2 r~% < 1ist der Code nicht vollstindig). Dieser Folge kann keine Nach-
i=1
richt zugeordnet werden.

LIstPi={P = (p1,...,pm) : 0<p;, <1, > p; = 1} die Menge der

i=1
Verteilungen auf (2 := {w1,...,wn}, so zeige man, dass [(P) die mittlere
Wortlange des optimalen Codes zu P eine stetige Funktion auf P ist.
Beweis: Ist C' ein beliebiger Code mit den Wortlidngen I, (C), ..., 1, (C),

m
so ist I(C) := Y 1;(C) p; natiirlich eine stetige Funktion von py,...,ppm.
=1

Aber das Huffman-Verfahren liefert einen optimalen Code C'y zum Code-
alphabet {0,...,r — 1} mit max l; < [;2] < m — 1. Daher gilt auch
I(P) = min{l(C) : 1 < ;(C) <m—1 ¥V 1<i< m}sodass [(P) als
Minimum von endlich vielen stetigen Funktionen stetig ist.



