7. Ubung aus Informations- und Codierungstheorie
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1. Man beweise oder widerlege durch ein Gegenbeispiel die folgenden Aus-
sagen, wenn ..., X 1, Xg, X1, ... eine stationire Quelle ist:
a) H(X,|Xo) = H(X_,|Xo)-
b) H(X,|Xo) > H(Xn_1]Xo).
C) H(Xn‘le ce )X’I’L—ly Xn—i—l) > H(Xn+1|X17 R 7XnaXn+2)-
a) Da die Quelle (X,,),ez stationdr ist, gilt H(X_,,, Xo) = H(Xo, Xn).
Daraus folgt

H(Xo) + H(X_n|Xo) = H(X_n, Xo) = H(Xo, X»)
= H(Xo) + H(Xn|Xo) = H(Xn|Xo) = H(X_,|Xo).

b) Die Aussage ist falsch, denn fiir Xy ~ X; ~ B unabhingig und
X = Xp gilt X; ~ B% vV ¢ und (Xo,X1) ~ (X31,X3), d.h.
(Xo, X1, X2) ist stationdr, aber: 1 = H(X;|Xo) > H(X2|Xo) =0.

) H(Xn+1‘X711vXn+2) < H(Xn+1|X§7Xn+2) = H(Xn|X§L717Xn+1)~

2. Gegen welchen Grenzwert konvergiert P (X, ... ,Xn)%, wenn (X,,) eine
diskrete, gedédchtnislose Quelle ist?

P (Xn)% — logil;[l PXo — % ; log P(X:) — e]ElogP(X) = e_H(X)_
3. Bestimmen Sie die Entropie einer biniren Markoffkette mit der Uber-
gangsmatrix I := 1 g € ] 55 0 < ¢,0 < 1, und geben Sie an, fiir

welche Werte von € und § die Entropie der Quelle ihr Maximum erreicht.
n—1

Losung: Mit Q := lim 2 Y II* gilt QII = Q. Daraus folgt natiirlich
n 1=0

1—e, € . .
(qi,Oal - qi,O) ( 5 1 _5) = (%’,071 - qi,0)7 1 = 132 Das erglbt

qu—ﬁqZ0+5 0qio =qio = qo ZZQi,OZ(;ie, @ =1-qo= 5=

Mit vg '772p0,] logpo,j = (1 —€) log &~ + elogl = H(e,1 —¢), und

j=0

vy = — Zpl.,j logp1,; =6 log 5 + (1 —0) log 115 = H(5,1 - 0) gilt
7=0

H(X)=PI'Q (Zj’) = (po,1—po) (Zg:gi) ( ) (40, 1) ( (1))

1 1 1
= qo ((1—6) logle—l—elogE) +q1 (5log5+(1—5) IOgl(S)
<

1 1 11



wobei Gleichheit genau dann gilt, wenne = § = %, wenn also die Markoff-
kette eine Folge von unabhéngig, B, -verteilten Zufallsvariablen ist.

. Man zeige, dass fiir eine stationire Quelle (X,,),cz gilt

1
Hy =~ HXp YX-Y<H, 1,1 VYneN 0.1)

)

1
und  H(X) = lim Hy, 5, = lim — HXy'\X~,) VkeN. (0.2
n n

Beweis: Aus H,,, < H, = H(X"—1|X0 )< LHX{ ) Vn>keN
folgt hmsup H,, < hmsup an < hm H(Xg 'Y = H(X). Anderer-

seits folgt aus H, j, > Hn n > H(Xo|XZ ) vV k < n € N die Ungleichung
hmmf H,,> hrnlann n > hm H(X0|X_”) H(X). Das ergibt (0.2).

H(XG|XZ,, ) = H(XgHXI,) + H(Xa| X201

1
< HXG T X7H) + — HXGXCL )

impliziert

1 —_ —_ —
<1 - n+ 1) (Xn|X n— 1) < H(Xg 1|X—’}L) = H7L+1,n+1 S Hn,nn

Damit ist auch (0.1) gezeigt.

. Ein Punkt bewegt sich auf den ganzen Zahlen ..., —-1,0,1,.... Ist X,, die
Position des Punktes zum Zeitpunkt n, so gilt X, = 0, d.h. der Punkt
startet in 0. Fiir den Zeitpunkt n = 1 gilt P(X; = 1) = P(X; = —1) = 3.
In jedem Zeitpunkt n > 2 wechselt der Punkt mit Wahrscheinlichkeit p
seine Richtung. Ist er bspw. zuvor von ¢ nach i+ 1 gegangen, so geht er mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p nach ¢ + 2 und mit Wahrscheinlichkeit p zuriick

nach i . Man berechne H(Xo, ..., X,) und H(X) := lim O

Losung: Ist D; := X; — X;_1, i > 1,s0 gilt P(D; =1) = P(D; = —1) = 3
und fiir n > 2 gilt P(D,, = 1|Dp_1 = —1) = P(D,, = —1|Dp_1 = 1) = p
und P(D,, = 1|Dp—1 = 1) = P(D, = =1|D;,—; = —1) =1 —p,d.h. D ist
eine Markoff-Kette mit Anfangsverteilung P, = (1, 1) und Ubergangsma-

1—
daher gilt H(DY}) = ( )+( 1)H(D9|D1) =1+ (n—1)H(p,1—p).
Daraus folgt H(D) = m L H(DY) = H(p,1-p). Aber es gilt X} = (D7)
und D} = f~1(X?) :> H(X”) =HD})=1+(n—-1)H(p,1—p), bzw.
H(X):H(D) H(p,1—p).

. 1-— . Ly .. .
trix IT = ( » b P ) . Offensichtlich ist P, eine stationére Verteilung,



