9. Ubung aus Informations- und Codierungstheorie
SS 2016

1. Man zeige,dass es in 2" genau ("er 1) verschiedene Typenklassen gibt.

Lésung: Fir die Haufigkeiten N;, 1 < i < m gilt 0 < N; < n und
>> N; = n. Die Anzahl der Typenklassen stimmt daher iiberein mit der
=1

Anzahl von Moglichkeiten n als Summe von m nichtnegativen Summan-
den darzustellen. Fasst man jeden Summanden N; als eine Urne auf, die
jeweils N; Kugeln enthalt, so kann man die Urnen durch m—1 Striche bzw.
1-en (die Trennwande symbolisieren) darstellen und die Kugeln durch
Nullen. Nun gibt es ("1™ ") Méglichkeiten, aus n +m — 1 Stellen n Stel-
len fiir die ,,0“-en auszuwahlen

1.Urne 0; 000...0],,—1000 m-te Urne

2. a) Man zeige: 2 > n™™™ Vm,n € N.
b) Man zeige, dass (ni,...,n,) ein Modus der Multinomialverteilung
mit den Parametern n und pL="% . pm = T st

(Hinweis: Verwenden Sie die obige Ungleichung. )
¢) Man beweise, dass fiir beliebige Typen P und @ auf 2" stets gilt:

P([P]) = P([QD),

d.h. die Klasse, deren Typ der Verteilung der Quelle entspricht, ist am
wahrscheinlichsten.

Losung:

a) Fiir m = n ist die Ungleichung trivial.
Fiir m > n gilt 2 = m (m 1) (n+1)>nm*".
Fﬁrm<ngilt’§—,‘ =
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m

b) Dagilt 2* =nund >’ n; = Z k; = n, erhdlt man
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c) Dies folgt sofort aus Punkt b), da gilt P([P]) = My.p,,...pr, (N1, -+ ., 0m)
und P([Q]) = Musp. .. p. (K1, - Kin)-



2

3. Man beweise: Ist P = (%, ..., %=) so gilt (n+ 1)~y HE) < (7 ),

M1,y

(Hinweis: Beachten Sie, dass 1 = ., P([Q)]) gilt, wenn tiber alle mog-
lichen Typen (Q summiert wird und verwenden Sie die Ergebnisse des
vorigen Beispiels.)

Beweis: Da es maximal (n+ 1)™ Typenklassen gibt und nach Beispiel 2 gilt
P([P]) > P(|Q)) fiir alle anderen Typenklassen [Q)], erhdlt man

1= ZP (n+1)" P([P]) = (n+1)" (m B nm) o H(P) |

Daraus folgt sofort (n + 1)~™m prH(P) < (™ ),

— \1,..Mm

Man zeige, dass fiir eine DMS (X, )neny mit M := X(2) = {1,...,m} je-

der Typ T'(X7?) := (t1,...,tm) := (i 21]1{1}()(]-),...,% lel{m}(Xj)>
1= =

auf M" eine Konvexkombination von n Typen auf M" ! ist.
Ist P die Verteilung von (X,,) auf {2, so zeige man weiters, dass gilt

ED(T (X7)|PX;"') <ED (T(X7 H|PX; ). 0.1)
Hinweis: Loscht man X; in X7, so erhélt man aus 7'(X7) fiir jeden Index
1 <i < n einen Typ auf M"~!

Losung: X; := (X{7', X7, ) erzeugt auf M"~! den Typ T; := T;(X;) mit

T = (ti,1,~--,ti,m) = (nil ;]1{1}()(]),,# Z]l{m}(X])> . Fir
JF1

J#i

die Konvexkombination = > T gilt daher
i=1

n

1 n
ﬁ; Z;n n—1) Zﬂ{k} Zl{k} Z (n—1)
- = ]#7' = #3
Z::; W X) =2 ;n{k}(xj) — 4k e M = T(X}) = E;T

Da D(.|.) konvex ist, gilt

DT (X})|PX;") = (Z T,

Z PX1> Z% (T;| PXTY).

Daraus und weil alle T; = T}(X;) identisch verteilt sind, folgt

n
1
ED(T (X1)|PX;') <) - ED(T;|PX{") =ED (T(X}1)|PX ).

i=1
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5. Eine bindre gedachtnislose Quelle sendet 1 mit der Wahrscheinlichkeit
0.005. Nachrichten der Lange 100 werden durch bindre Codeworte fixer
Lange k codiert. Wie grols muss k sein, wenn man fiir alle Nachrichten mit
héchstens 3 Einsen ein eigenes Codewort zur Verfiigung stellen mdchte?
Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Nachricht gesendet wird,
fiir die kein Codewort existiert?

Losung: (")) + ("°) + ("3°) + (*9°) = 101 + 4950 + 161700 = 166751. Da
weiters gilt 217 = 131072 < 166751 < 2'® = 262144, benétigt man 18 Bits.
Ist X ~ Bigo,0.005 die Anzahl der Einsen, so gilt P(X > 4) < 0.00167.



