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11. Ubung aus Informations- und Codierungstheorie
SS 2016

1. Aus 2 Kanélen (X;,Y;, m(yi|z:)), ¢ = 1,2 mit den Kapazititen C7, Cy wird
der Kanal ((X1,Xo2), (Y1, Y2), 7((y1,y2)|(x1,22)) = m1(y1lz1) ma(yzlz2))
gebildet. Welche Kapazitiat hat der neue Kanal?

Losung: Es gilt H(Y1,Y3) < H(Y;) + H(Y>) und
H(Y1,Ys| X1, Xo)

== > plewe) Y myilen) mo(yzles) log(m (yiler) m(yales))

T1,T2 Y1,Y2

=— E p(x1,x2) E T (y1|e1) log i (y1|z1) E o (y2|x2)
X1,T2

- E p(z1,22) E T2 (y2|r2) log ma(y2|22) E T (y1]z1)
Xr1,T2

= - Zp x1) Zm (y1]|z1) log w1 (y1|x1) Zp xalxy)
*ZP x2) ZWQ yo|r2) log ma(y2|x2) ZP 71|72)
T2 Y2 T1

= H(Y1|X1) + H(Y3|X5).
Daher gilt
I((X1, X2), (Y1,Y2)) = H(Y1,Y2) — H(Y1,Y2| X1, X3)
< H(Y1) = HY1|X1) + H(Yz) — H(Y2|X>)
= I(X1,Y1) + I[(X2,Y2) < C1 + Ca. (0.1)
In der letzten Zeile von Ungleichung (0.1) gilt Gleichheit genau dann,

wenn X, ~ Py mit I(Py,IT1) = C; und Xy ~ Py mit I(Py, II5) = Cs.
Gilt nun X; ~ P’ ¢ = 1,2 und sind X; und X, unabhéngig, d.h.

?

p((z1.22) = pi(21) p5(x2), so gilt auch

PY1=y,Ya=1y2) = Z pi(z1) pa(z2) mi(y1|z1) ma(ye|w2)

T1,T2
= pile) m(yiler) Y p3(we) ma(yalws) = P(Y1 = y1) P(Ya = y2),
T T2

d.h. Y1, Y5 sind unabhéngig. Somit gilt auch Gleichheit zwischen der 1-ten

und der 2-ten Zeile von (0.1). Die neue Kanalkapazitit ist also C; + Cs.
2. Ein Kanal hei8t symmetrisch, wenn jede Zeile der Ubergangsmatrix eine

Permutation der ersten Zeile dieser Matrix ist und wenn auch die Spalten



Permutationen voneinander sind. Man berechne die Kanalkapazitét eines

symmetrischen Kanals.

Lésung: Ist 7 die 1-te Zeile der Ubergangsmatrix IT = (Pz,y)zeayen, d.h.

m(y) = pz,y Vy € Bund g die 1-te Spalte, also ¢(z) = p,,, V€ B,

sogilt HY|X = 2) = =) paylogpsy = —> . 7m(y) logn(y) V z €
y

Y
A. Daraus folgt H(Y|X) = H(n). Klarerweise gilt stets H(Y) < log|B].
Daraus folgt C =sup I(X,Y) = H(Y) — H(Y|X) < log|B| — H(w). Aber,
wenn X gleichverteilt ist, d.h. P(X = z) = 3 V z € A, so gilt fir
Y P(Y = y) = Zlifl\\vay = ﬁ > q(z) V y € B. Somit ist dann Y

gleichverteilt auf B, also gilt H(Y') =log|B| = C =log|B|— H(n).

. Fiir einen Kanal mit dem Eingangsalphabet {0, 1}, dem Ausgangsalphabet
{0,e,1} und den Ubergangswahrscheinlichkeiten p(0]0) = p(1]1) =1 — &,
p(el0) = p(e|l) =, 0 < e < 1berechne man die Kanalkapazitét.
Losung: Offensichtlich gilt P(X = 0]Y =0) = P(X = 1Y =1) = 1.
Daraus folgt H(X|Y) = P(Y = e) H(X|Y = e). Fiir X ~ B, gilt nun
P(Y =¢)=(1-pletpe=¢, P(X = 1|V =¢) = ZETLT= — b= =,
bzw. P(X = 0]Y =¢) = 1 — p. Somit gilt H(X|Y) = ¢ H(p,1 — p) und
I(X,)Y)=HX)-HX|Y)=(1-¢)H(p,1-p) < (1-e)H (3,1) =1--¢.
Somit wird die Kapazitit C' = sup I(X,Y) = 1 — € bei p = } erreicht.

. Man zeige, dass n hintereinander geschaltete binédre, symmetrische Kané-
le mit Fehlerwahrscheinlichkeit 0 < £ < 1 einem bindren, symmetrischen
Kanal mit Fehlerwahrscheinlichkeit ¢,, := % [1 — (1 — 2¢)"] entsprechen

und, dass deshalb gilt lim (X, X,,) = 0.

Xo — [BSCi] = X1 — ... = X1 — [BSC,] = X,

Losung:n=1: e =3[1-(1-2¢)=¢
n—1—=>nMitd:=e+e, 1 —2ce,_1 gilt

1—e,_1, €n_1 1—¢, ¢ _(1=46, ¢
En—1, l—ep_1 e, 1—¢) 5, 1—-46)°

2¢
2
[1-(1-2e)" ] =

und

1
5:e+§[1—(1725)”*1]
1-2¢

[1—(1—2e)""]
1

=+ 5

- (1-28)"]=¢,.

. Zu einer Quelle W, die gleichverteilt eine von m Nachrichten erzeugt,
welche durch eine gegebene Codierung f in m verschiedene Codeworte
f(i) € A™ abgebildet werden, suche man jene Decodierung ¢, die die
Fehlerwahrscheinlichkeit P, := P(W # ¢(Y7)) minimiert.
Hinweis: Betrachten Sie die Decodierung ¢, fiir die gilt ¢(y}') = i, wenn
P(Y} = yIX} = /(i) = max P(Y} = y}IX{ = (7).



Lésung: Fiir die Wahrscheinlichkeit einer fehlerfreien Decodierung gilt

PW=o(YD) = Y P(Y?=y7)P(W=(y)|YT =y1).
yreB®

In dieser Gleichung héngen nur die bedingten Wahrscheinlichkeiten in der
rechten Summe von der Decodierung ¢ ab. Daher wird P(W = ¢(Y7))
maximiert, wenn man die einzelnen P(W = ¢(y7)|Y}? = y7) maximiert.
Nun gilt bekanntlich

PV — 7 — g1y — POV =) POYE = y7IX] = /()

P(YT =y1)
_ o POYT =y1IXE = f()))
P(Y{ =y7) '

Daher gilt P(W =i|Y} = y7) > P(W = j|[Y} =y}) V j genau dann,
wenn P(Y} = y}|XT = f(4)) > P(Y? =y? X! = f(j)) V j. Die beste
Decodierung ist also eine Maximum-Likelihood-Decodierung.



