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70) Für den gewöhnlichen Erneuerungsprozess Nt bestimme man die asymptotische Verteilung
und Erwartung (für t → ∞) von A(t) := t − TNt

(Einsatzdauer) und B(t) := TNt+1 − t

(Restlebensdauer), wenn die (Komponentenlebensdauer) Yi

a) Exponential-verteilt, Yi ∼ Exλ, bzw.

b) Pareto-verteilt, Yi ∼ Pa2,1, mit F (t) = 1− 1
t2

für t > 1 ist.

Man zeige und interpretiere, dass E(A(t) + B(t)) über der mittleren Komponentenlebens-
dauer liegt. (Bus-Paradoxon.)

71) Man betrachte eine unabhängig, identisch verteilte Folge Zi = 1 +Ri von Zinsfaktoren zum
Zinssatz Ri unter Paretoverteilung Zi ∼ Parτ,1 mit Dichte

f(x) = τx−τ−1
1(1,∞)(x)

mit τ > 0. Der Zinsfaktor nach n Perioden sei

Ψn =

n∏

i=1

Zi.

Welchen Grenzwert erreicht der Durchschnittszinssatz R̄n für n → ∞ ? (Der Durchschnitt-
szinssatz errechnet sich aus dem geometrischen Mittel der Zinsfaktoren.)

72) Für das Zinsmodell aus Beispiel 71) soll das asymptotische Streuverhalten erklärt werden:

a) Man finde reellwertige Folgen an und bn, sodass Ψan
n .bn eine (nicht triviale) Grenzver-

teilung (welche ?) besitzt.

b) Man finde reellwertige Folgen cn und dn, sodass die Häufungspunkte der Folge Ψcn
n .dn

fast sicher ein Intervall bilden.

73) Die stochastische Folge Nn, N0 ≡ 1 mit Werten in N bildet einen einfachen Verzweigungspro-

zess, wenn

Nn+1 :=
Nn∑

k=1

ξk

wobei ξk ∈ N unabhängig (voneinander und von Nn) und identische Realisierungen einer
Zufallsgrößen ξ mit Mittel Eξ = m und Varianz σ2 < ∞ sind. Man zeige, dass

Ñn :=
Nn

mn

ein Martingal ist und bestimme ENn und Var(Nn).

Hinweis: Die Basis für die Berechnung der Varianz ist die Rekursion

Var(Nn+1) = σ2
ENn + m2Var(Nn) .

Bemerkung: Man kann Nn als den Umfang der n-ten Generation interpretieren. Dann ist ξk die Anzahl der ’Nach-

kommen’ des k-ten Individuums aus dieser Generation.



74) Man folgere das starke Gesetz der großen Zahlen direkt aus dem Satz vom iterierten Loga-
rithmus.

75) Für ω ∈ [0, 1) von ([0, 1),B|[0,1) , λ|[0,1)) sei (0, ω1, ω2, . . .);ωi ∈ {0, 1} die dyadische Darstel-
lung. Man begründe, dass λ- fast alle Zahlen ω aus [0,1] unendlich viele 0 in der dyadischen
Darstellung besitzen und

lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

ωi =
1

2

erfüllen.
Bemerkung: Eine Zahl ω mit dieser Eigenschaft heißt normale Zahl.

76) Die Folge Xi bilde eine iid. Folge und sei standardisiert, EXi = 0, Var(Xi) = 1 . Man
betrachte

Zn :=

∑n
i=1Xi√

2n log log n
.

Konvergiert Zn fast sicher oder ist Zn L2-konvergent ?


