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13) Der Prozess Xt, t ≥ 0 sei zur Filtration Ft adaptiert. Für alle beschränkten Stoppzeiten τ

gelte
E|Xτ | < ∞ und EXτ = EX0 .

Man zeige, dass dann Xt ein Martingal ist.
Hinweis: Für s ≤ t definiere man τ := s1A + t1Ac bei A ∈ Fs .

14) Man suche eine Funktionenfolge (fn) auf einem endlichen Maßraum (Ω ,S , µ) , die gleichmäßig
(oder gleichgradig) integrierbar ist, zu der es aber keine integrierbare Funktion g mit g ≥
|fn| µ-fü ∀ n ∈ N gibt.

15) Man beweise, dass (Xn ∨ Yn ,Sn) ein Submartingal ist, wenn (Xn ,Sn) und (Yn ,Sn) Sub-
martingale sind.

16) Sind F ,G Familien mesbarer Funktionen auf einem Maßraum (Ω ,S , µ) , so zeige man:

a) F ⊆ L1 ∧ |F| < ∞ ⇒ F ist gleichmäßig integrierbar,

b) G ist gleichmäßig integrierbar, wenn F gleichmäßig integrierbar ist und ∀ g ∈ G ∃ f ∈
F : |g| ≤ |f | µ-fü,

17) Man zeige, dass für Familien gleichgradig integrierbarer Familien mesbarer Funktionen F ,G
auch {f ∨ g , f ± g : f ∈ F , g ∈ G} gleichmäßig integrierbar ist.

18) Die monoton wachsende Funktion g : R+ → R
+ erfüllt limx→∞

g(x)
x

= ∞. Wenn eine Folge
von Zufallsvariablen Xn

sup
n

IE g(|Xn|) < ∞

erfüllt, dann ist Xn gleichgradig integrierbar.


