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UBUNGSBLATT 4

Die Folge Y; bestehe aus unabhingig und identische verteilten Zufallsgrofien auf (2,2(,P)
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fy beziiglich des Mafles u auf R. f; sei eine weitere Wahr-
scheinlichkeitsdichte beziiglich p. Dann bilden die Likelihood-Quotienten

[[io, f1(Y9)
[T fo(Y2)

ein Martingal adaptiert an die kanonische Filtration von Y;.

L, =

Beweisen Sie Kolmogoroffs 0-1-Gesetz, dass bei einer Folge unabhéngiger Zufallsvariabler
X, fiir jedes terminale A P(A) = 0 oder P(A) = 1 gilt, mit Hilfe von Resultaten der
Martingaltheorie.

HiNwEIS: Man betrachte IE(14|o(X1,...,Xn)).

Sind die Z; ~ B:1 unabhingig, so kann man X; := 2¢~! (2 Z; — 1) als Nettogewinn des i-ten
2 .

Spiels interpretieren, wenn man bei diesem Spiel € 271 einsetzt, also in jedem Schritt seinen

Einsatz verdoppelt.

n

a) Zeigen Sie S, := > X; und §, := o(X1,...,X,,) bilden ein Martingal.
1=0

b) Beweisen Sie 7" := min{i : X; > 0} ist eine endliche Stoppzeit.

¢) Man berechne St und ESt.

Unter den Voraussetzungen des letzten Beispiels interpretiere man Spa, und berechne Spa,
sowie IESTx, . Man berechne lim inf f[T>n} |Sp| AP, IE|S,| und supE|S,| .
n n

Fiir den Galton- Walton-Prozess Z,, mit Erwartung m der Nachkommenverteilung IEX}, ; =

m Zeige main, dass
Zn
”n =

mn
(beziiglich der natiirlichen Filtration der X} ;) ein Martingal ist.

Sy, sel ein Random Walk (d.h.: S, =1, X;, X; unabhiingig, identisch verteilt mit Werten
in IR) mit dem Sprungmaf (Verteilung der X;)
PX=1]=p1, PX=2l=py, PX=00] = 1—p1—p2, (p1,p2>0).

Es sei N := min{n > 0|S,, = co}.

a) Sind N bzw. N* := N — 1 Stoppzeiten?

b) Man zeige P[N < oo] =1,

c) bestimme die gemeinsame Verteilung von (N*, Sy+),

d) und die Erwartung IESy~.




