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25) Die stochastische Folge Xn sei ein Submartingal. Für t > 0 gilt

P[ max
k≤n

Xk > t ] ≤
IE|Xn|

t
.

Hinweis: Für die Stoppzeit T := inf{k ≥ 0|Xk > t} wende man die die Martingalsätze an.

26) X sei eine nichtnegative, integrierbare Stochastische Größe mit P(X = 0) < 1.

a) Man zeige die Paley-Zygmund Ungleichung

P(X > 0) ≥
(IE[X])2

IE[X2]
.

b) Man verwende a) für untere Schranken für P(Zn > 0), wenn Zn ein Galton-Watson
Verzweigungsprozess (ausnahmsweise) mit Startwert Z0 = k.

27) Für den Galton-Watson Prozess Zn mit Mittel m = 1 und Varianz σ2 der Nachkommenver-
teilung σ2 zeige man

lim
n→∞

nP(Zn > 0) =
2

σ2

28) Zn sei ein Galton-Watson Prozess mit Mittel m und Varianz σ2 der Nachkommenverteilung
und Startwert Z0 = 1. Es soll die Varianz V ar(Zn) bestimmt werden.

29) Für die asymmetrische Irrfahrt Sn mit Sn =
∑

n

i=1Xi für unabhängige identisch verteilte Xi

P[Xi = 1] = 1− P[Xi = −1]

für p 6= 1
2
, q = 1− p, mit S0 = 0. Es sei τ := min{n|Sn 6∈ (−a, b)} für a, b ∈ IIN . Man zeige,

dass IEτ < ∞ und dass
(

q

p

)Sn

und Sn − n(p− q)

Martingale sind.

30) Unter Verwendung der Martingaleigenschaften zeige man für die Irrfahrt aus dem letzten
Beispiel

P(Sτ = b) =
1− (p/q)a

(q/p)b − (p/q)a

und bestimme IE τ .


