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Aufgabe 1

Der geddmpfte harmonische Oszillator ldsst sich wie folgt beschreiben:

ma + bz + Dz =0 1
Im Gesamten wirkende Kraft Dampfungsglied Riickstellkraft

Dabei ist ma die Gesamtkraft, die im System wirkt. Dazu werden das Dampfungsglied
- eine Kraft, die von der Geschwindigkeit abhéngt (meist Reibung) und negativ wirkt -
und die Riickstellkraft z.B. von einer Feder; ist immer ortsabhingig - addiert. Im Gesam-
ten muss es 0 ergeben, da die beiden letzten Terme jeweils negativ sind und die einzig
wirkenden Krifte sind: also miissen sie gleich der Gesamtkraft sein.



Diese homogene Differentialgleichung kann mit dem Ansatz x(t) := c-eM gelost werden.
Das fiihrt zu:

Ao =—v+4/7?2 —wd (2)

Dabei wurde substituiert:

2= 3)
Bi=" @

Die Allgemeine Losung ist nun (Menge der Linearkombinationen der beiden Lésungen,
die den Kern der Differentialgleichung bilden):

a)

2(t) = " (ereV TR 4 ooV (5)

Bei starker Dampfung besteht die Schwingung nur aus einer einzigen Auslenkung,
die im Unendlichen wieder 0 erreicht (Kriechfall). In diesem Fall ist der Radikant
in Gleichung 5 positiv. Die Wurzel ist also reell und es gilt: v > wqg. Folgende
Substitution filhrt nun zu einer einfacheren Gleichung:

w:i=1/7%—wd (6)
= 2(t) = e " (c1e”" 4 coe™") (7)

Mit den Anfangsbedingungen lésst sich diese Gleichung mit den Hyperbelfunktio-
nen ausdriicken:

x(0) =zg = 1 =29 — ¢ (8)
£(0) =0= —yc1 —yca + crw — cow = 0 (9)
Lo | oY
= ey = 204 OV 10
2T T (10
Lo oY
== 11
T ()
_ oy .
=z(t)=e xo coshwt + — sinhwt (12)
w

Dieser Fall sieht im xt-Schaubild dhnlich aus wie der der starken Dampfung, aller-
dings geht die Amplitude nach der anfinglichen Auslenkung viel stéirker gegen 0.
In diesem Fall ist der Radikant 0, also v = wp. Dadurch ist die nunmehr einzige
Lésung fiir A entartet. Der Kern muss aber zweidimensional sein. Analog zur Vor-
gehensweise in der Linearen Algebra wird nun noch ein “Hauptvektor” bendtigt.
Die Lésung ist deshalb:

x(t) = e (c1 + cat) (13)

Werden die Konstanten mit den Anfangsbedingungen analog zu oben bestimmt
folgt die Gleichung:
z(t) = e " (zo + yxot) (14)



c) Der Radikant ist hier negativ, also v < wg. Substituiere:

w = /Wi — 2 (15)
Es folgt: ‘ '
z(t) = e (1™ + cpe™™) (16)
Mit den Anfangsbedingungen folgt analog zu oben:
o  ZLoY
= — 4+ — 17
a3 T 3w )
o  ZoY
=— - — 1
2T 2w (18)
(19)
und somit .
et (xo cos(wt) + %fy sin(wt)) (20)
Aufgabe 2

Es handelt sich um einen ungeddmpften harmonischen Oszillator. Der Ansatz ist:
mZ + Dx =0 (21)

mit der Federkonstanten D. Das Lésen der Differentialgleichung fiihrt zusammen mit den
Anfangsbedingungen:

z(0) =xzg = c1 +c2 =29 (22)
x(O) =0=c =c (23)

/D —/2 D
) =creVm' + e Vim' = 2 cos (\/ t) = x( cos(wt) (24)
m

a) Es ist an der Stelle der maximalen Auslenkung (zo):

w= \f \/ \/ n%a;é’ (25)

———22H 2
o 3Hz (26)

zu

b) 5cm unterhalb der Ausgangslage ist der Punkt mit der maximalen Geschwindigkeit
in beide Richtungen, es gilt also x(¢1) = 0.

2(t) =0=t, = i% (27)
#(t1) = —wrosin (g : (ig)) - (28)
- 170%



c) ldag = 10~ 2kg

my sei die urspriingliche Masse, mo die neu hinzugefiigte und f; = 2f5 die jeweils

zugehdorigen Frequenzen.

fz—%:m—*m
1 /D D
=Wy =—y/— =
2V my my + msa

d) Die Federkonstante ist:

D N
w) =4/ — = D =wi mg =19,62—
mq m

wi folgt aus Gleichung 26. Die neue Gleichgewichtslage ist bei:

(my +ma)g

5 =2.10"'m

Also 15cm unterhalb der alten Gleichgewichtslage.

Aufgabe 3

a) Das logarithmische Dekrement ist der natiirliche Logarithmus aus dem Quotienten

zweier aufeinanderfolgender Auslenkungen.

§=1n (AO> — In(2) = 0,693
Ay

Der Dampfungskoeffizient ist:

0
=—=1,386
v T )

b) Kreisfrequenz der Schwingung (siche schwache Dampfung im Teil 1a):

(35)

(36)

(37)



Auflésen nach fy:

w=2rf
~f= 47rf§—’y
2T
2
_ 2 7
1 472
2 2 ’Y2
= f? = -
f 0 2
2
8
_ 2
= fo= f+m
1
=1y =

Aufgabe 4

a) Siehe Gleichung 26.

| D
w1 = — = Mm] =
mi
| D
Wy = — = My =
me9 w
D D

= Am=—— —
2 2
Wy Wy

=0,497s

(38)

(40)
(41)

(42)

b) Hier habe ich ein anderes Ergebnis als in der Angabe. Wer den Fehler sieht, bitte

melden.

D = 10°N
wo = 27 - 10"Hz

wi = 2m-9,5-10°Hz

= Am =2,74-10 kg = 0,0274ug
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Aufgabe 6

Die Faktoren berechnen sich so:
9 [T
= — t)dt
a0 = /0 f(t)
o [T
ap = — / f(t) cos(nwt)dt
T Jo

by, =

T
;/0 f(t) sin(nwt)dt

Da f(t) eine gerade Funktion ist (f(¢) = f(—t)), ist b, = 0. (Siehe auch hier.)

2 [T 2 4
== in(t)||2dt = = (cos(m = + ==
ao /0 || sin()]|2 (cos( cos(0))

part;Int.

2 ™
an, = / || sin()]|2 cos(2nt)dt
T Jo

= [— cos(t) (:08(27115)};r — /07r 2n cos(t) sin(2nt) =

™

— 2 [2n sin(t) sin(2nt)} + /07r 4n? sin(t) cos(2nt)

0
N _ 2
= T
2 4 K cos(2nt)
= ft)==-2=
1(®) T ; 4n? — 1

(51)

(52)


http://public.beuth-hochschule.de/~roschro/Formeln der Fourier-Entwicklung.pdf

	Aufgabe 1 - Gedämpfter harmonischer Oszillator
	a) starke Dämpfung
	b) aperiodischer Grenzfall
	c) schwache Dämpfung

	Aufgabe 2 - Masselose Feder
	a) Schwingungsfrequenz
	b) Geschwindigkeit 5cm unter Ausgangslage
	c) Größe der Masse
	d) Neue Gleichgewichtslage

	Aufgabe 3 Schwingungskoeffizienten
	a) log. Dekrement
	b) Periodendauer der unged. Schwingung

	Aufgabe 4 - Wägung
	a) Allgemein
	b) Rechnung

	Aufgabe 6 - Fourier-Reihe

