LOSUNGEN ZUM 1. TUTORIUM ANALYTISCHE
MECHANIK VU, 30.11.2020

1.1 PENDEL IN DER U-BAHN

(a)

(0

Wir transformieren die auf das Teilchen wirkende Kraft F = —maé, —
mge, auf die neue z-Achse €; = a€y + g€,/|aéx + g€,|. Damit
erhalten wir wieder ein Pendel im modifizierten Gravitationsfeld
F = —mge;, mit § = /a?+ g? und initialer Auslenkung 0, =
arccos (g /A/a?+ 92) . Die generalisierte Koordinate ist die Auslenkung
©, mit Koordinaten (siehe lecture notes) des Pendels X = 1sin®, § =
—1lcos ®. Die Kraftist F = m§sin©

Wir linearisieren die Bewegungslgleichungen

ma=F (1.1)
mlO = —mgsin©® (1.2)
O~ 7%@). 1.3)
Der Ansatz
O(t) = Asin(wt) + B cos(wt) (1.4)

erfiillt mit w? = §/1 die Differentialgleichung. Der Startwert ©(0) = 0
fiihrt auf A = 0 und ©(0) = ©y auf B = ©,,

O(t) =y cos (?t) . (1.5)

Die Schwingungsperiode (cos(0) = cos(2m)) ist T = 27m4/1/§. Die
potentielle Energie ist

V =mgh =mgl (1 —cosO) (1.6)
_ mgle?
e (1.7)
oder auch so
V(O) = —JF(@) dr = —JF(@) 1de (1.8)
2
- ng@ de = m921® . 1.9)
Die Gesamtenergie ist
E=Eun + F—po’t (110)
m(l8)> mgle?
= . 1.11
> T (1.11)

Die Maximalgeschwindigkeit ist demnach

mv2 M(1Omax)?>  MglO]

E= —m = 112
2 2 2 (1.12)
—  Vmax = lG)max =V 9160 (113)
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1.2 EINDIMENSIONALE BEWEGUNG IM NICHTLINEAREN KRAFTFELD

(a) Die Gesamtenergie E =T + V ist die Summe aus kinetischer Energie

2
T (1.14)
2
und potentieller Energie
k 1
Vix) = ﬁ(cosz(ax) N 1) (1.15)
Man erhalt
2 2
_myg oomv ko,
E= - =5 + " tan”(ax) (1.16)
k 1
=t Ve —(———1). :
sy \/vo — <c052 ) 1) (1.17)
Die Umkehrpunkte liegen bei
v(vg,xy) =0 — vﬁ = Lz tan®(axy) (1.18)
ma
1 ma?v3
— Xy = ia arctan ( . ) (1.19)
(b) Es gilt
1 t(x) X 1
dt=-dx — J dt = J ~dx’ (1.20)
v t(xo) X0 \)(E,X )
X 1 ,
= —— 1.21
— t(x) L VEA] dx (1.21)

wobei verwendet wurde, dass zur Anfangszeit x(0) = xp = 0 gilt.
Einsetzten liefert das Integral

x 1
t(x) = j dx’ —
k 1 k
0 \/V% " ma? cos?(ax’) + ma?
1 (™ 1
- 7J' i i 1 e
Vo Jo \/1 + ma?  ma?v? cos?(ax’)
1 1
= —————arcsin (V1 + bsin(ax 1.22
vo a1+ b ( ( )) (122)
k

mitb = und umgekehrt

ma?v}

1 .
x(t) = — arcsin (
a

\/ﬁ_ib sin (vo atv1+ b)) (1.23)

(c) Die Schwingungsperiode ist
T 27 _ 27
voav1+b \/(v§a2+%).

(1.24)
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Im Grenzfall kleiner Anfangsgeschwindigkeiten vy ~ 0 erhélt man das
Resultat des harmonischen Oszillators

T= _m ~ 21y %
\ (Va2 + X)
Im Grenzfall hoher Anfangsgeschwindigkeiten vy — oo erhdlt man das
Resultat

(1.25)

2 12n 2L
T 2 (1.26)

~ 7
242 1 k. Vo a Vo
\/voas + -

welches einem Teilchen entspricht das mit konstanter Geschwindigkeit
vg zwischen zwei harten Wanden im Abstand L hin und her reflektiert
wird.

1.3 TEILCHEN IN EINER HUGELLANDSCHAFT

(a) Die skleronome holonome Zwangsbedingung lautet

f(x,y) =y —cosx =0. (1.27)

(b) Die generalisierte Koordinate

x(m) =n (1.28)
y(n) = cosn (1.29)

erfiillt die Zwangsbedienung eq. (1.27) fiir allen € R und weiters kann
jeder Punkt der Hiigellandschaft mit geeignetem 1 erreicht werden.

(c) Die Newtonsche Bewegungsgleichung mit Zwangskraft F® in kartesis-
chen Koordinaten lautet

mr = —mgey, + FR. (1.30)
Der Einheitsvektor €, ist
107 1
&, = Nai - (_S;l( )) (1.31)
M 1+ sin®(n) n

Projektion der Bewegungsgleichungen eq. (1.30) auf &, gibt (als Neben-
rechnung verwenden wir % = 1 und {j = — cos(n)1? — sin(n)#):

™ (costnt —sintrn) T (aini) =79 (1) e (o) 0
— cos(n)n* — sin(n)i 1+ sin2(n) —sin(n) U N+ sin() —sin(n)

(1 + cos(n) sin(n)? + sin(n)i1) = gsin(n)
_ sin(n) [g — cos(n)n?]
n= 1 + sin?(n)




1.4 HANTEL
(a) Die skleronome holonome Zwangsbedingung lautet
(1 —%)+ Y1 —y2)* + (1 —z) —12=0 (1.32)
Sie reduziert die urspriinglichen 6 Freiheitsgrade auf 5.

(b) Es gibt keine Zwangsbedingung; alle 6 Freiheitsgrade bleiben erhalten.



