3. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK VU, 14.12.2021

3.1

a)

b)

PERLE AUF EINEM ROTIERENDEN STAB

Wir bentitzen die radiale Position p(t) der Perle als generalisierte
Koordinate. Die Koordinaten (x,y), der xy-Ebene in der der Stab rotiert,
schreiben wir mithilfe von p(t) um:

x(t) = p(t) cos (d(t)) 3.1)
y(t) = p(t) sin (¢ (t)) (3.2)

Wir nehmen an V = constant. Jetzt konnen wir die kinetische Energie
T ausrechnen:

T= 25+ (33)
m . ;
= - l(p(t)cos (t)) — p(t) sin b(t)d(1) (3.4)
+(p(t) sin d(t) + p(t) cos P(t) (1)) (3.5)
= Z 1o + p(6)2¢(t)? (3.6)
Daraus folgt die Lagrangefunktion:
L=T—V= 207 +p(t$(t), (3.7)
mit V =0.
Die Bewegungsgleichung fiir die Perle folgt aus der Euler-Lagrange
Gleichung:
d / oL oL
=t (api) 3ot )
= mp(t) —mp(t)b(t)? (3.9)
Mit ¢(t) = wt folgt:
pt) — p(t)w? =0 (3.10)
Diese Gleichung kann mit einem Exponentialansatz gelost werden:
p(t) = Ce** (3.11)
Einsetzen gibt:
o =+vVw? (3.12)
Die Losung lautet dann:
p(t) = Cre™ " + Coe®" (3.13)

Mit Anfangsbedingungen kann man die Konstanten C; und C, explizit
berechnen. z.B. p(0) = pp und p(0) = 0 ergibt

p(t) = %(e*“’t +e“h) (3.14)
= pg cosh (wt). (3.15)
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3.2

a)

b)

3.3
a)

b)

NOETHER UND EIN STEIN

Zyklische Koordinaten sind solche, von denen die Lagrangefunktion
nicht explizit abhangt. Fiir unsere Lagrangefunktion

LY,z %1, 2) = %(xz L2 122 —mgz (3.16)

sind dies x und y. Die zugehorigen kanonischen Impulse ergeben sich

zu
oL oL

Diese sind die wohlbekannten erhaltenen Impulse.

my (3.17)

Px mXx, Py

Mit der Transformation z — z + h = z — d/dt(z + h) = Z ergibt sich
folgende transformierte Lagrangefunktion L:

- dF
L:E(Xz+gz+i2)—mgz—mghzl_+— (3.18)
2 dt
Hieraus lesen wir ab:
F = —mght (3.19)

GRAVITATION IN 2D

In der Lagrangefunktion taucht 6 nicht auf, und ist daher eine zyklische
Koordinate. Der assoziiert generalisierte Impuls ist der Drehimpuls
dL .
L, = T mr2 (3.20)
und die zugrunde liegende Symmetrie die Rotationssymmetrie um die
z Achse.

Um die Euler-Lagrange Gleichungen anzuschreiben, benétigen wir die
folgenden Ableitungen:

doL d | .
P amr = mi (3.21)
doL  d . g .
— = = 3.22
o0 at mr-6 = 2mri6 + mr<o ( )
oL 2 K
oL
— =0 3.24
30 — 0 (3.24)
Dies fiihrt dann zu den Bewegungsgleichungen
. - K
m§ — mro” + mo = 0 (3.25)
2mri® + mr?6 =0 (3.26)

Wir setzen Gleichung 3.20 in Gleichung 3.25 ein (L, ist konstant) und
erhalten:

. 12 K
mi — mi3 + ms = 0. (3.27)



Vergleicht man diese Gleichung mit Newtons 2. Axiom, so identifiziert
man

L2 K
F(r) = mi3 —me.
Diese ldsst sich als Ableitung F = —0V/0r des Potentials

Rt K
T 2mr? mr

Ve (1) (3.28)

schreiben.

3.4 TEILCHEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

a) In kartesischen Koordinaten gibt es in der Lagrangefunktion keine
zyklische Koordinate. Die Lagrangefunktion in Zylinderkoordinaten
(r, ¢, z) lautet

m

. B ,.
S (P 1247+ 2) 4 eBz 4 %rch (3.29)

L(r,b,2,1,¢,2) =

wobei wir nun ¢ als zyklische Koordinaten identifizieren. Der dazuge-
horige kanonische Impuls ist

oL

. eB
Py = % =mridp + 7r2. (3.30)

b) Die Euler-Lagrange Gleichung

d oL oL
a9q — %9~ 0 (3.31)
liefert folgende Bewegungsgleichungen fiir r, ¢ und z:
. B .
F=1(d?+ ) (3.32)
m
§=—2lgp- LI (3.33)
T mr
Z= et (3.34)
m

c) Die Lagrangefunktionen sollen sich um eine totale Zeitableitung
unterscheiden:

- eB . .1 dF
L(x,Y,2,vx, vy, V2) — L(X,Y,2,Vx, vy, V) = 7(%14 +yx) = I (3.35)

Berticksichtigen der Produktregel fiihrt mit ¢ € R zu:

B
F— %xy te (3.36)



