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Aufgabe 1

Zunichst einmal stellen wir die Wellenfunktion ¥(z) auf, welche das Elektron im unend-
lich hohen Kastenpotential beschreibt. Die eindimensionale, stationdre Schrédingerglei-
chung lautet:

(_fﬂaj N Em) U(r) = BV(x) (1)

Auferhalb des ,Kastens geht die potentielle Energie ins Unendliche; das Teilchen kann
dort also nicht existieren. Innerhalb des Kastens gilt Fjo; = 0, sodass sich die Schrédin-
gergleichung ein wenig vereinfacht:

K2 92
- %@‘I’(ﬂﬂ) = EV(z) (2)
Mit dem Ansatz ‘
U(z) == Be'k® (3)



folgt als allgemeine Losung:

() = A (e - o) (4)
mit
2Em nm
= k = —
- . (5)
Dabei wurden die Randbedingungen
U(0) = ¥(a) =0 (6)

benutzt. Die Konstante A wird iiber die Normierungsbedingung bestimmt

A=k
a N ' N 1 AQZ_ %&
U (z)¥(r)dx=1=A"A = — = (7)
0 2a A3:Z %
Ay =—i %

Es gibt also 4 Konstanten, die die Normierungsbedingung erfiillen. Rechne im Folgenden
mit Ay, da diese nach Umschreiben in eine Sinusfunktion eine ,schéne® reelle Normie-
rungskonstante ergibt. Vor vergrofern des Potentialtopfes ist das Elektron im Grundzu-

stand
o (ez‘klz _ e—ikw) (8)

Anschliefend gibt es unendlich viele mégliche Zustandsfunktionen W/ ().

v (z) = _i\/tfa <eik’a: _ e—ik’z) (9)

Da beide Wellenfunktionen antisymmetrisch sind, kann eine durch eine unendliche Fou-
rierreihe der anderen vollstandig ausgedriickt werden.

=Y W¥(x) (10)
n=1

\I’l(IE) = —4

Wir nehmen diese Beziehung und setzen sie in die Normierungsbedingung von vorher
ein:

2a
U= [ s
2a
&1 = / Z’Y*‘Iﬂ* )7,V (x) dx

2a
=1 = Z%%/ U (z) W) (z) dx

=1 wg. Normierungsbed.

00
s1 = S (11)
n=1




Offensichtlich ist also v}~v, = P, die Wahrscheinlichkeit, mit der das Elektron sich im
Zustand n befindet. Wende also die Fouriertransformation an, um die Vorfaktoren ~, zu

bestimmen:

= [ i)W ) dx =
0
1

_ /a (7eiz(k1+k’) 4 leltki=k) y —iw(ki—k) _ e—m(k1+k')> dx —
0

V8a?
1 a / /
= \/ﬁa/o (cos [(k1 — K')x| — cos [(k1 + K')z]) dx =

1 a . [( mr) x} a . [( n mr) aj}
= — |———sin||(mn— — ) —| — sin | (7T + —
V2a [T =1 2/a T+ 5 2/ a

1 1 . ( mr) 1 . ( +n7r>
= — sin{m——) — sin (7 + —
V2 [T =1 2 T+ 2 2

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zustand n ist demnach:

2 2

1 1 nmw 1 nmy 12
P, =7y == [W_mrsin(w—) —msin<7r+>]

2 T+ 3 2

So steht es in der Aufgabenstellung als Losung. Es kann jedoch mit

. < mr) . (nﬂ)
in{m—-—)] = sin|—
sin (7 — 3 S 5
. < n mr) . (mr)
in — ] = —sin(—
sin (74 S 5

ein wenig vereinfacht werden:

P, =

1
2
1
o - [

Aufgabe 2

Ausgehend von der Heifsenbergschen Unschérferelation
h
AxAp > —
2
driicken wir die Ortsunschérfe durch die Impulsunschérfe aus

h
>
Ax_QAp

(13)



Die Gesamtenergie der Feder setzt sich aus potentieller und kinetischer Energie zusammen
und ist nach dem Energieerhaltungssatz konstant.

E- lp2 &+ 2 _yponst (19)
= gDz o = onst.
SN~ ~~
pot. Energie  kin. Energie
Die Energieunschirfe ist demnach:
1 (Ap)?
AE = -D(Ax)? 2
SD(A)? + 5 (20)
Mit Gleichung 18 folgt:
1 h?
AE = -D(A2)* + ———— 21
2 (Az)” + 8(Az)*m (21)

Dabei wurde in der letzten Gleichung die kleinstmogliche Ortsunschéirfe in Abhéngigkeit
der Impulsunschirfe eingesetzt; schliefslich soll die kleinste Energieunschirfe bestimmt
werden. Nun muss das Minimum dieser Gleichung bestimmt werden:

dAFE 212 !
dAz = Daw 8(Ax)3m 0
2h°
& DAz = S(Az)m
& (Az)? = n (22)

Diese Extremalstelle eingesetzt in die Gleichung der Energieunschirfe von oben liefert
die minimale Energieunschérfe

1 h 2h*V'D h |[D h

-D + T2/ 2 = 2w (23)
2 2vDm 8hm 2Vm 2

Dabei wurde die aus den Losungen der Differentialgleichungen des harmonischen Oszil-
lators bereits bekannte Beziehung fiir die Winkelgeschwindigkeit benutzt:

AE11r1r1in =

D
=y/= 24
wo =1/ (24)

Aufgabe 3

a) Der Ansatz fiir das Lennard-Jones-Potential ist

Ulr)=—-Ar"+Br ™ (25)



Dieses soll an der Stelle rg ein Minimum mit dem Wert Uy haben. Es gilt also

0= U(rg) = nAr()_(n+1) - mBT‘O_(m+1) (26)
Upo= U(rg)= —Ary"+ Bry™ (27)

Aus Gleichung 27 folgt fiir B:
B = Ugry' + Ar{"™" (28)

Dies in Gleichung 26 eingesetzt liefert fiir A:

Das Oszillatorpotential hat die Form einer Parabel. Im Allgemeinen lisst es sich
als

1
V=500~ r0)? + Ug (31)

anschreiben (V' steht fiir die potentielle Energie des Oszillators). Dieses soll nun
an der Stelle rg exakt dem Lennard-Jones-Potential entsprechen und in ndherer
Umgebung dieses moglichst gut approximieren. Die erste Ableitung dieses Poten-
tials muss demnach an der Stelle rg auch 0 sein. Weiterhin setzen wir voraus, dass
die zweite Ableitung ebenfalls der des Lennard-Jones-Potentials im Punkt rg ent-
spricht. Da die zweite Ableitung ein Maf der Anderung der ersten Ableitung, oder
auch der ,Kriimmung der Kurve® ist, verpassen wir damit dem Oszillatorpotential
die &hnlichst-mogliche Form zum Lennard-Jones-Potential.

V'(rg) = C (32)
U'(ro) = —n(n+ 1)Ara(n+2) +m(m + 1)B7"8m+2) =
_ _mth _ (33)
3

Einsetzen der Werte liefert mit
|1C
=/ — 34
v m (34)

h
By = jw=884 10197 = 5,5eV (35)

als Ergebnis:

Die Gleichung der Energie E7 wurde bereits in Aufgabe 2 hergeleitet.



Aufgabe 4

Wir nehmen die Wellenfunktion, die bereits in Aufgabe 1 hergeleitet wurde (a sei die

Lénge des Potentialtopfes)
2
U, (z) = \[asin(knx) (36)

und bilden das Skalarprodukt mit W, (x):

/OO U (z2)U,(z)da = 2 /OO sin(kpz) sin(ky,x) dx (37)
0 0

a

Da die Wellenfunktion in der Aufgabenstellung auch von der Zeit abhéngt, aber nur nach
x integriert wird, kann der Zeitanteil herausgezogen werden:

E(x,t) = U(x)P(t) (38)
:,/ =2, 0)2(z, ) dz = / T (2) 0 (2) B (£)B(t) d — (39)
0 0 =:A(t)

— A /0 T () 0(2) d (40)

Im Folgenden betrachten wir nur den Integranden, der fiir die Betrachtung der Orthogo-
nalitét ausreichend ist. Wie in Aufgabe 1 gezeigt, ldsst sich Gleichung 37 folgendermafen
schreiben (wobei nur bis zum Rand des Potentialtopfes integriert wird):

1

a

/Oa (cos[(kn — km)x] — cos|(km + kn)x]) dx (41)

Die Argumente der Kosinus sind:

(kp — km)z = (n— m)gx — D (42)
(kp + k) = (n+ m)gx — E (43)

Fiir den Fall, dass n = m ist, gilt:

T
Il
(an)
~—~~
N
o
A

Es ist also hier:

1 [ 1
- / <cos(0) — cos <2n7r£)) dz == |z — ——sin <2n7r§> =1 (46)
a Jo a a 2nm a




Fiir den Fall, dass n # m:

mit d := n —m. Nun gilt:

i /Oa (cos <d7r§) — cos ((d + 2m)7r2>) dz =0

Hier wurde verwendet:

17 . x ) @
CcoS ((d—{— 2m)7‘r§) = 5 |:ez(d+2m)7rz + e—Z(d+2m)7rz} _

17 sanz z i z z
i [6zd7ra . ei2mm +e i(d+2m)m 2 e z2m7ra:| _
2
z z
1 idmZ i2mm ‘ —idnZ —i2mm ‘
=—]e"a- e +e a-le =
2 ~~— ~——
=1 =1
T
= cos (dw—)
a

(47)

(48)

(49)
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