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Aufgabe 1

Im Folgenden werden Teile a) und b) gemeinsam berechnet. Der einzige Unterschied

ist, dass anstatt der reduzierten Masse µ bei Teil a) die Masse des Elektrons eingesetzt

werden kann (Kernmasse vernachlässigt).

Im Bohrschen Atommodell wird der Kern von einem Elektron (wassersto�ähnliches Atom)

umkreist - ähnlich der Bahn des Mondes um die Erde. Da sowohl der Kern als auch das

Elektron einander anziehen, kreisen beide um den gemeinsamen Schwerpunkt. Zur Ver-

einfachung der Rechnung betrachten wir daher das Schwerpunktsystem und rechnen mit

der reduzierten Masse

µ =
memk

me +mk
≈︸︷︷︸

nur Teil a)

me (1)

, welche unter der Annahme, dass die Kernmasse viel gröÿer ist als die Elektronenmasse

zu me wird.
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Für die Kreisbahn gilt, dass die Coulombkraft die Zentripetalkraft ist.

µv2

r
=

1

4πε0

Ze2

r2

⇔ r =
Ze2

4πε0µv2
(2)

Betrachtet man das Elektron als Materiewelle und ordnet ihm - je nach Geschwindigkeit

- eine Wellenlänge zu, so kann ein stabiler Atomzustand als ein solcher de�niert werden,

in dem das Elektron in �ganzen Wellenlängen� auf den Bahnradius �passt�. Also

nλ = 2πr ⇒ λ =
2πr

n
(3)

Mit der Beziehung für die de-Broglie-Wellenlänge folgt

λ =
h

p
=

h

µv
(4)

v =
h

µλ

(Gl. 3)
= n

h

2πµr
(5)

Diese Gleichung ergibt mit der vorher gefunden Beziehung für den Radius (Gl. 2):

r =
ε0n

2h2

Ze2πµ
=
n2

Z
a0 (6)

mit dem Bohrschen Radius a0. Daraus folgt für die Geschwindigkeit:

v =
hZ

2πµna0
(7)

Die kinetische Energie ist:

Ekin =
µ

2
v2 =

h2Z2

8π2µn2a20
(8)

Die potentielle Energie:∫ r

∞
FCoulomb dr = −

1

4πε0

Ze2

r
= − Z2h2

4π2n2a20µ
= −2Ekin (9)

Die Gesamtenergie ist dann

E = Ekin + Epot = −Ekin = − h2Z2

8π2µn2a20
(10)
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Aufgabe 2

Die kinetische Energie soll sein:

Ekin =
1

2
me

(
1

10
c

)2

=
1

200
mec

2 (11)

Wir rechnen mit der Näherung µ ≈ me. Aus Aufgabe 1 folgt:

Ekin =
h2Z2

8π2µn2a20
≥ 1

200
mec

2 (12)

Umformen führt zu

Z ≥
√

8c2π2n2a20m
2
e

200h2
= 13,7 (13)

Also ab Z = 14 und es handelt sich um Silizium.

Aufgabe 3

Zu integrieren ist

C =

∫ ∞
−∞

e−
(x−x0)

2

σ dx (14)

Zunächst einmal wird (x− x0) =: a substituiert.

C =

∫ ∞
−∞

e−
a2

σ da (15)

Anschlieÿend quadrieren wir beide Seiten:

C2 =

∫ ∞
−∞

e−
a2

σ da

∫ ∞
−∞

e−
b2

σ db (16)

Die zweite Integrationsvariable nennen wir b, wobei der Name völlig egal ist. �Zusam-

menziehen� der Integrale führt zu:

C2 =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−
a2

σ e−
b2

σ da db =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−
a2+b2

σ da db (17)

Nun transformieren wir diese Gleichung in Polarkoordinaten mit

a2 + b2 =: r2 (18)

Das ergibt:

C2 =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

re−
r2

σ dφ dr (19)
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wobei r die Funktionaldeterminante ist. Ausführen des Winkelintegrals und weitere Sub-

stitution u := r2 führen mit du = 2r dr zu:

C2 = 2π

∫ ∞
0

1

2
e−

u
σ du = π

[
−σe−

u
σ

]∞
0

= σπ (20)

Daraus folgt für C:
C =

√
σπ (21)

Aufgabe 4

Zuallererst schreiben wir das Integral ein wenig anders

F̃ (k) =

∫ ∞
−∞

e−
(x−x0)

2

σ e−ikx dx (22)

=

∫ ∞
−∞

e−
(x−x0)

2+ikσx
σ dx (23)

=

∫ ∞
−∞

e−
x2−2xx0+x

2
0+ikσx

σ dx (24)

=

∫ ∞
−∞

e−
x2−2x(x0−

ikσ
2 )+x20

σ dx (25)

=

∫ ∞
−∞

e−
x2−2x(x0−

ikσ
2 )+(x0−

ikσ
2 )2−(x0−

ikσ
2 )2+x20

σ dx (26)

=

∫ ∞
−∞

e−
(x−(x0−

ikσ
2 ))2−(x0−

ikσ
2 )2+x20

σ dx (27)

Mit a := (x− (x0 −
ikσ

2
)) und c := −

(
x0 −

ikσ

2

)2

+ x20 folgt:

=

∫ ∞
−∞

e−
a2+c
σ da = e−

c
σ

∫ ∞
−∞

e−
a2

σ da (28)

Mit der Lösung des Integrals aus Aufgabe 3:

= e−
c
σ
√
σπ (29)

Berechnen von c:

c = −
(
x0 −

ikσ

2

)2

+ x20 (30)

= −x20 + 2x0
ikσ

2
+
k2σ2

4
+ x20 (31)

= x0ikσ +
k2σ2

4
(32)
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Der Betrag ist dann

‖F̃ (k)‖2 = ‖e−x0ik‖2︸ ︷︷ ︸
=1

‖e−
k2σ
4
√
σπ‖2 = e−

k2σ
4
√
σπ (33)

Das Endergebnis ist demnach

‖F̃ (k)‖22 = e−
k2σ
2 σπ (34)
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