Nachtrag UE 9

1. Auswahlregeln im harmonischen Oszillator: Em zwelatomiges Molekiil aus zwei unterschiedlichen
Atomen kann oft als elektrischer Dipol dbrgestellt werden, da die Ladungsverteilung nicht symmetrisch ist.
Das Bindungspotential des Molekiils kann in der Umgebung der Ruhelage xo durch em

Oszillatorpotential approximiert werden (siche Skizze):
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Wird das Molekiil durch elektromagnetische Strahlung angeregt. so werden in Molekiilspektrum nur
Ubergiinge mit Am==1 beobachtet. Begriinden Sie diese Auswahlregel durch die Bildung des

Ubergangsdipolintegrales zwischen zwei Zustinden » und 7, (‘{’” |u|‘1‘m> (1t ... Dipolmoment). Benutzen
welche fiir die Hemmite-Polynome H, gilt:

Sie dazu die folgende Rekursionsbeziehung,

2-H (x)=H,,(x)+2-m-H,_,(x).
Himweis: Beachten Sie die Orthonormalifcit der Eigenfunktionen. Die Anderung des Dipolmomentes | fiir

kleine Auslenkungen kann als linear angenommen werden.

Laut Angabe sind nur Uberginge mit An = i — f = 41 erlaubt, wobei i die Quantenzahl des Aus-
gangszustands (Initialzustand W;) und f die des Endzustands (Finalzustand W¢) ist.

Mithilfe des Ubergangsdipolmoments
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Mir = (Vi| £ |V¢) =

=0 fiir verbotene Uberginge (1)
£ 0 fiir erlaubte Uberginge

kann man zeigen ob Uberginge (in Dipolniherung) erlaubt oder verboten sind. Dazu benétigt man

zunichst das Dipolmoment welches It. Angabe linear genéhert wird:
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Wir sehen, dass das 3D Problem auf ein 1D Problem (relevant ist die x Koordinate) reduziert werden

kann. Mit ([2)in (I folgt:
Mir = (Wil o + A~ x [We) = (Wil o [We) + (Wil A- x[Wr) = po (Wil [Wr) + A(Wi|x [Wr) = (3)
(4)

= po - bir FA (Vi x| W)
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Dieser Term entsteht aufgrund der Orthono_rmalitéit der Wellenfunktionen: (\Il,-|_\_ll,c> = §;r. Erist un-
gleich null, wenn f = i ist, also wenn kein Ubergang stattfindet. Im Fall eines Ubergangs (f # i) ist

dieser Term immer null.



Um diesen Term zu berechnen benétigen wir die Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators (siehe
[1]), die hier als gegeben angenommen werden konnen [

1 1 X, -
\Uf(X) = Tﬁﬁ Hf(;o) e 0 (\U, ana|0g), (5)
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mit dem Normierungsfaktor N dem Hermite Polynom Hf und xq = 1/,7%. Damit folgt:

x2

@ = (Wi x| W) = (Wi] x| Nt - Hf<§0) e ). (6)
Wir fiihren die Substitution Xio — X durch:
@) — (Wi K- x0 [Nr - He(R) - e %) = xg- Np - (W] % |[He(R) - e 7). 7)

Nun kénnen wir die Rekursionsbedingung aus der Angabe [x- H,,(x) = H’"%Mer- Hm—1(x)] einfacher
anwenden. Damit folgt aus (7)):

@ =0 Ne- (P 5wl () %) = (®)
= Ny (Wi|Wep1) + Np - (Wi Wpyg) = )
= N1+ No-0jr 1 (10)

Dieser Term ist also nur dann ungleich null, wenn: i = f +1 oder i = f — 1 ist. Das ist dquivalent zu
An=i— f =+1 was zu zeigen war. P|[}]

[1] https://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)

[2] https://de.wikipedia.org/wiki/Erzeugungs-_und_Vernichtungsoperator

1mehr dazu in Quantenmechanik 1
2Man muss die Faktoren N1 und N> nicht unbedingt bestimmen, es reicht zu erkennen, dass Hp, proportional zu W,
ist. Will man das aber tun ergibt sich fiir N; = XOT";H und fiir N, = ng

3Mit etwas mehr Vorwissen iiber die quantenmechanische Beschreibung des Harmonischen Oszillators (Leiteroperatoren
siehe [2]) kann man das auch einfacher zeigen:

@ = (Wil R1Wp) = (Wil (8" +8) W) = 5 (Wil 3 W) + (Wil 31 ve) = (1)
= 5 (T iy + )+ VE v —1) = (12)
= % '(’\/f+1'6,‘f+1+\/?‘6,"f71) (13)
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