
Nachtrag UE 9

Laut Angabe sind nur Übergänge mit ∆n = i − f = ±1 erlaubt, wobei i die Quantenzahl des Aus-
gangszustands (Initialzustand Ψi ) und f die des Endzustands (Finalzustand Ψf ) ist.

Mithilfe des Übergangsdipolmoments

~Mi f = ⟨Ψi | ~— |Ψf ⟩ =
(
= ~0 für verbotene Übergänge
̸= ~0 für erlaubte Übergänge

; (1)

kann man zeigen ob Übergänge (in Dipolnäherung) erlaubt oder verboten sind. Dazu benötigt man
zunächst das Dipolmoment welches lt. Angabe linear genähert wird:
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@—
@x
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0
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1A =

0@—0 + A · x
0
0

1A : (2)

Wir sehen, dass das 3D Problem auf ein 1D Problem (relevant ist die x Koordinate) reduziert werden
kann. Mit (2)in (1) folgt:

Mi f = ⟨Ψi |—0 + A · x |Ψf ⟩ = ⟨Ψi |—0 |Ψf ⟩+ ⟨Ψi |A · x |Ψf ⟩ = —0 ⟨Ψi | |Ψf ⟩+ A ⟨Ψi | x |Ψf ⟩ = (3)
= —0 · ‹i f| {z }j1

+A ⟨Ψi | x |Ψf ⟩| {z }j2
(4)

j1 :
Dieser Term entsteht aufgrund der Orthonormalität der Wellenfunktionen: ⟨Ψi |Ψf ⟩ = ‹i f . Er ist un-
gleich null, wenn f = i ist, also wenn kein Übergang stattfindet. Im Fall eines Übergangs (f ̸= i) ist
dieser Term immer null.
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j2 :
Um diesen Term zu berechnen benötigen wir die Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators (siehe
[1]), die hier als gegeben angenommen werden können 1

Ψf (x) =
1p
x0
√
ı

1

2f f !| {z }
Nf

·Hf (
x

x0
) · e

− x2

2x20 (Ψi analog); (5)

mit dem Normierungsfaktor Nf dem Hermite Polynom Hf und x0 =
q

h̄
m!

. Damit folgt:

j2 = ⟨Ψi | x |Ψf ⟩ = ⟨Ψi | x |Nf ·Hf (
x

x0
) · e

− x2

2x20 ⟩ : (6)

Wir führen die Substitution x
x0

→ x̃ durch:

(6) → ⟨Ψi | x̃ · x0 |Nf ·Hf (x̃) · e−
x̃2

2 ⟩ = x0 · Nf · ⟨Ψi | x̃ |Hf (x̃) · e−
x̃2

2 ⟩ : (7)

Nun können wir die Rekursionsbedingung aus der Angabe [x ·Hm(x) = Hm+1(x)
2 +m ·Hm−1(x)] einfacher

anwenden. Damit folgt aus (7):

j2 = x0 · Nf · (⟨Ψi |
Hf+1(x̃)

2
· e− x̃2

2 ⟩+ ⟨Ψi |f ·Hf−1(x̃) · e−
x̃2

2 ⟩) = (8)

= N1 · ⟨Ψi |Ψf+1⟩+ N2 · ⟨Ψi |Ψf−1⟩ = (9)
= N1 · ‹i ;f+1 + N2 · ‹i ;f−1 (10)

Dieser Term ist also nur dann ungleich null, wenn: i = f + 1 oder i = f − 1 ist. Das ist äquivalent zu
∆n = i − f = ±1 was zu zeigen war. 2 3

[1] https://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_(Quantenmechanik)

[2] https://de.wikipedia.org/wiki/Erzeugungs-_und_Vernichtungsoperator

1mehr dazu in Quantenmechanik 1
2Man muss die Faktoren N1 und N2 nicht unbedingt bestimmen, es reicht zu erkennen, dass Hm proportional zu Ψm
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√
f+1√
2
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√
f√

2
.

3Mit etwas mehr Vorwissen über die quantenmechanische Beschreibung des Harmonischen Oszillators (Leiteroperatoren
siehe [2]) kann man das auch einfacher zeigen:h2 = ⟨Ψi | x̂ |Ψf ⟩ = ⟨Ψi |
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