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4. Tutorium - Lésungen 11.11.2011

4.1 Funktionen von Matrizen

a) det (A"'BA) =det (A™'B) -det A=det A-det (A"'B) =det | AA"'B | = detB.
—
I

b) Tr (A™'BA) =Tr | AA™'B | = TrB.
——
I
¢)ed "BPA=T 4 A'BA+ L (AT BA) + 4 (A7'BA) + ...
= I +A'BA+LAT'BAAT'BA+ LAT'BAAT'BAAT'BA + ...
\ , 2 —— 3! —— S —

A-1TA=A-11A I I 1
=A'(I+B+3iBB+4BBB+...)A
= A"1leBA.

d) det (e?) = det (esflADS) = det (S~1eP.S) = det (S71) det (e7) det (S) = det (e?). Per Konstrukti-
on sind nur Diagonalelemente von Ap besetzt:

M O - 0
0 Ao 0
AD: . . :diag()\l,)\g,...,)\n).
0 0 An
10 --- 0 M 0 .- 0 )\% 0o --- 0
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00 1 0 0 An 0 0 A2
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0 e 0
—det (e7) = det ) ) =Mtz | et = eMtAet A An
0 0 e
Das stimmt mit der rechten Seite iiberein: T4 = T (ST ADS) — oTrdp — phitdatothn,
e) Man konnte analog wie oben die Reihendarstellung verwenden:
In(l+z)=xa-— %QJr%d - % + % — ... (fir =1 <z < 1), indem man fiir z die Matrix x = B — 1 einsetzt.
(Reihe konvergiert nur, wenn alle Eigenwerte von B — 1 vom Betrag kleiner 1 sind).
Einfacher macht man es sich, indem man ed =B setzt, und die Umkehroperation B = In A nennt (durch

Einsetzten der Reihendarstellungen ineinander sieht man, dass das tatséchlich konsistent ist). Dann folgt:
det (e?) = T4 — det (B) = eTrnB) B (det B) = Tr (In B)

4.2 Tensoren

a) Transformationsmatrix e} = a/e;: a;' = cosg, a;> = sin, ay' = —sinp, a? = cos . (Notation: ¢ = cos ¢,

s =sinyp)
/ l
Ajk = a; a," Apm.



Al falal " A = aytagt A11+a1 al 2A9 +a? a1 A21+a1 a1 2 A9y = *1 4 c52 + s¢3 + ssd = ¢ + Bsc + 4s°.
A, = a1 ag" A, = a11a2 An +a1 a2 FA1z+a? a2 ! Aoy +a1 a2 2 Ao = —csl+c?2— 523+ scd = 2¢% + 3sc — 352,
Al = a2 a" Ay, = 1a1 An +a2 a1 2A1z+ay a1 LAor +ay al 2Ag9 = —scl — 522+ c?3+csd = 3¢® + 3sc — 252,
Aby = aja" A = aglagt A1y + ataf Ao + afal Aoy + afaf Aoy = +5°1 — s¢2 — cs3+ ¢?4 = 4c? — 5sc+ s
cosp  singp
—singp cosp

I l,m ’_ T _ c s 1 2 c —s\ c s c+2s —s+2c o
Al = aja" Apm— A" = ada (—s c><3 4)(5 c )<—s c)<3c+4s —3s+4c |

4+ 5sc+4s®>  2¢? + 3sc — 352
3c¢? +3sc— 282 4c¢® — Bsc+ s?
b) Metrischer Tensor: g;; = e; - €’.

g1 =¢€)-€) = ( Z )-(Z)zcos%p—i—sin%o:l.

g’12e’1~e’2<c>~< S)cs+sc0.

In Matrizenform geschrieben: a;/ — a =

I —eal . = -S . ¢ = — =
gop = €5 - €] < c ) ( s ) cs+sc=0.
g’22e’2~e’2(_cs)~ _Cs)sin2<p+cos2<p1.

,_ (10
9% =\o 1)

g’ijgﬁ-k = 5ki—>glij = (

C) AN = gk gnigr = g gr g2 AL N2 AL 12002 AL AL = 2 4 Bse o 42,
Und édhnlich: A2 = Af, = 2¢? + 3sc — 352 At = AL =3c2 +3sc 252, A2 = Al = 4c¢* — Bsc + s2.
d) Transformamonsmatmx e/ =a’le;ialt =1,a2=0,0a =1, af = 1.

Ay =a lakmAlm

Al _a1a1 " A = aytat A —I—al o A12+a1 ay 1Ag +a1 ar 2A0=1+0+0+0=1.
VUR —a1a2 " A = atalt Arg + at ay’ FA1p 4 a? ay ! Aoy +a1 ay 2A90 =14+2+0+0=3.
Algll —a2a1 Alm _a21a1 A11 +a2 al A12+a2 a1 A21 +a2 a1 A22 =14+0+3+0=4.
Ally = ajdas™ Ay = a5t ayt A1y + agtal Arg + aslayt Aoy + alalAge = 1+2 43+ 4 = 10.

— /
e) gij = €] - €.

1 1
gaaeaﬂea/(o) ( )
1

maa-() (3)-
w=et-e= (1) (7)=-2

g//ij g;_/k = (5,@—>Inverse bilden:

(1 1‘1 0)%<1 1} 1 0>H<1 0} 2 1>

1 210 1 0 1| -1 1 0 1] -1 1

2 -1

-1 1

ANt — g”lkg””Agl — gllllgllllAllll 4 g//1191/12A/1/2 + g//12g//11A/2/1 + g//12g//12A/2/2
=4x1-2x3-2%x44+1x10=4-6—-8+4+10=0,

ANZ = gMhg2lAl = —2x14+2x3+1x4-1x10=-2+6+4—10= -2,
AP = gk gMIAl = —2x14+1x3+2x4—1x10=-2+3+8—-10= -1,
A”QQ:g”ng”QlAgl:+1><1—1x3—1x4+1x10:1—374+10:4.

*) Uberpriifung:

z.B.. AijAji = A11A11 +A12A21 + A21A12 +A22A22 =1x1+2x3+3x2+4x4=29.
Aiinj:A11A11+A12A12+A21A21+A22A22:1X1+2X2+3X3+4X4:30.
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etc.

4.3 Levi-Civita Symbol

a) €ijkEkim = 0il0jm — dim0ji
Einsetzen: falls 4, j, k und k, [, m jeweils paarweise verschieden sind: In der Summe {iber k tragt links nur
1 Term bei.
Falls i, j, und k eine gerade Permutation von [, m, k ist ergibt sich +1, z.B.:
izl,j:2,l:1,m:2: EijkEklm:1'1:5il5jm*5im5jl:1*0:1-
Falls i, j, und k eine ungerade Permutation von [, m, k ist ergibt sich -1, z.B.:
1=1,7=2,1=2,m=1: €;kEpim = 1- (-1) = 0i16jm — Oimdjy =0—1=—1.
(Zyklisches Vertauschen dndert weder links noch rechts etwas am Ergebnis).
Falls ¢ und 7 ident sind, ergibt sich links 0 und rechts
0i10im — 0im0;y = 0 (ohne Einsteinsche Summenkonvention).
‘ cosep singp 0
b) a/ a=| —sinp cosp 0
0 0 1
ik = 00" al €tmn:
5/123 = allana3”51mn = a11a22a336123—a12a21a336213+a12a23a316231fa13a22a316321 +a13(121a3263127(113(122(1316321
=cospcosp +sinpsing+0—-04+0—-0=1.
5/213 = a2la1ma3n51mn = a21a12a336123—a22a11a336213+a22a13a316231—a23a12a316321 +a23a11a326312—a23a12a316321
= —singsing —cospcosp+0—-04+0—-0=—1.
etc.



