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7. Tutorium - Lösungen 2.12.2011

7.1 Delta-Folgen

a) Ja. Folge auf Testfunktion anwenden:
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b) Nein: limε→0
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c) Ja: limε→0
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7.2 Distributionen

a) δ(z2 − 1) = δ((z + 1)(z − 1)) = δ(z+1)
|2z| + δ(z−1)

|2z| = 1
2 [δ(z + 1) + δ(z − 1)]. (Ableitung f(x) = z2 − 1;

f ′(x) = 2z)
b) Integral über y: y = −x:
I =

∫∞
−∞ dxδ(x2 + 2x− 24)f(x,−x) =

∫∞
−∞ dxδ ((x− 4) (x+ 6)) f(x,−x)

Ableitung des Integranden: 2x+ 2.

I = f(x,−x)
|2x+2|
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∣
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10 = 1
10 [f(4,−4) + f(−6, 6)] .

c)
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ δ(

√

x2
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2 + x2
3 −R) d3x =

∫ π

0 sin θ dθ
∫ 2π

0 dϕ
∫∞
0 r2drδ(r −R) = 4πR2.

Die Lösung beschreibt den Flächeninhalt einer Kugelschale.

7.3 Verallgemeinerten Funktionen

a) f(x) = cos(x)θ(π + x)θ(π − x).
f ′(x) = − sin(x)θ(π + x)θ(π − x) + cos(x)δ(π + x)θ(π − x)− cos(x)θ(π + x)δ(π − x)
= − sin(x)θ(π + x)θ(π − x) − δ(π + x) + δ(π − x).
f ′′(x) = − cos(x)θ(π + x)θ(π − x)− 0− 0− δ′(π + x) + δ′(π − x)(−1)
= − cos(x)θ(π + x)θ(π − x)− δ′(x+ π) + δ′(x− π)
= −f(x) + δ′(x− π)− δ′(x+ π).
f ′′′(x) = −f ′(x) + δ′′(x− π) − δ′′(x+ π).
n ≥ 2 : f (n)(x) = −f (n−2) + δ(n−1)(x− π)− δ(n−1)(x + π).
b)
(

d
dx − ω

)
[θ(x)eωx + θ(−x)e−ωx]

= δ(x)eωx + θ(x)ωex + δ(−x)(−1)e−ωx + θ(−x)(−ω)e−ωx − ωθ(x)eωx − ωθ(−x)e−ωx

= δ(x) + θ(x)ωex − δ(x) − θ(−x)ωe−ωx − ωθ(x)eωx − ωθ(−x)e−ωx

= −2θ(−x)ωe−ωx

= −2ωe−ωx [1− θ(x)].

7.4 Fourier Transformation

k2 + 1 = (k + i) (k − i). Pole liegen bei k = ±i.
Berechnung mittels Residuensatz. k = Rek + iImk. eikx = eixReke−xImk.
Exponentielle Dämpfung für xImk > 0, also
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x > 0, Imk > 0: Schließen eines harmlosen Großkreises in der oberen Halbebene.
x < 0, Imk < 0: Schließen eines harmlosen Großkreises in der unteren Halbebene.
Daher:

I(x) = 2πiResk=i

[
1

2π

eikx

(k + i) (k − i)

]

θ(x) − 2πiResk=−i

[
1

2π

eikx

(k + i) (k − i)

]

θ(−x)

(negatives Vorzeichen vor zweitem Term wegen negativem Umlaufsinn durch Schließen in unterer Halbebene).

= i
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2i
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−2i
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e−x

2
θ(x) +
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2
θ(−x)
︸ ︷︷ ︸

1−θ(x)

=
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2
+ θ(x)

(
e−x

2
− ex

2

)

=
ex

2
− θ(x) sinh(x).

7.5 Indexschreibweise

a) rot(x× a)→εijk∇jεklmxlam = (δilδjm − δimδjl)∇jxl
︸ ︷︷ ︸

δjl

am = ai − δjj
︸︷︷︸

3

ai = −2ai.

b) rot (xθ(a · x))→εijk∇jxkθ(alxl) = εijk

[
(
∇jxk
︸ ︷︷ ︸

δjk

)
θ(alxl) + xk ∇jθ(alxl)

︸ ︷︷ ︸

δ(alxl)∇j(amxm)

]

= εijkδjk
︸ ︷︷ ︸

=0

θ(alxl) + εijkxkδ(alxl)amδjm = εijkajxkδ(alxl)→ (a× x) δ(a · x).

7.6 Maxwell-Gleichungen

a) ∇iEi = 4πρ,
∇iBi = 0,
εklm∇lBm = 4πjk +

∂
∂tEk,

εklm∇lEm = − ∂
∂tBk,

fk = ρEk + εklmjlBm.

b) divj = div
(

1
4π rotB− 1

4π
∂
∂tE

)

→∇kjk = ∇k

(
1
4π εklm∇lBm − 1

4π
∂
∂tEk

)

= 1
4π εklm∇k∇l

︸ ︷︷ ︸

=0

Bm − 1
4π

∂
∂t∇kEk
︸ ︷︷ ︸

4πρ

= − ∂
∂tρ.

Also, Kontinuitätsgleichung: divj+ ∂
∂tρ = 0.

c) divB = 0 → ∇iBi = 0.
→∇i (εikm∇kAm) = εikm∇i∇k

︸ ︷︷ ︸

=0

Am = 0. Ok.

rotE = − ∂
∂tB→εklm∇lEm = − ∂

∂tBk

→εklm∇l

(
−∇mφ− ∂

∂tAm

)
= − ∂

∂t (εklm∇lAm)

→−εklm∇l∇m
︸ ︷︷ ︸

=0

φ− εklm
∂
∂t∇lAm = −εklm

∂
∂t∇lAm. Ok.
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