Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2011W

8. Tutorium - L6sungen 16.12.2011

8.1 Greensche Funktion 1

a) Lo = g + 1, f()_e ﬁty() f(2)-
Ansatz: G(t,t') = 5= [7 G(k)e* =) dk
und §(t —t') =
EtG(ta ) (
(5 +1)¢ (t t')
G (4 +1) ! R
=[2Gk (ik + 1) Rt dl = L [%0 etkt=t) g,
Verglelch der Integranden

G(k:)(zk+1) 1. —» Gk)= ﬁ

00 ik(t—t")
Gt 1) = &= [, < g,
Pol liegt bei k = +i im oberen Bereich. Fiir ¢ — ' > 0: Grofkreis oben schliefen (ik = i(Rek + iImk) =
iRek — Imk: Fir Imk > 0 exponentiell geddmpft). Fiir ¢t — ¢ < 0: Grofkreis unten schliefen: Kein Pol
eingeschlossen.
G(t, ) = Ot — ')2miResyyi g Cot = 0(t — /)2 limygs(k — i) o= e )
b) Randbedlngung y(0)=0 — G(0,t)= ( t")e! =0 fiir ¢ > 0. Ok.
Losung: y(t) = [, G(t, ) f(t")dt' = [ 0(t —t)e (= et dt = fot et i’ = e*teuT_l = % = sinht.
c) Probe: (dt +1) sinht = cosht¢ + sinht = ¢ +26 - _26% =el.
y(0) =sinh 0 = 0.

| ‘°|H

foo eik(t—t )dk einsetzen in
t'),
= 5(t—t)

8.2 Greensche Funktion 2

) £r =~z —wih + 22, (z) = e, Loy(@) = f(z).
Ansatz: G(x, = f G(k Yeike=a")

und 6(z :c ) ffooo k(e )dk: einsetzen in
L,G(z,z") x—a'),

=
dd: di+2 2)G(:c:c) oz — '),

2 L2, G (i —widh + 202 ek = oL [ cikle=a g,
L [%G(k) (k2 — iwk + 2w?) eF @2 d = ff‘;o eh@=2") g,
Vergleich der Integranden: }

G(k) (k? —iwk +2w%) = 1. = G(k) = p=rrar = (k—2iw%(k+iw)'

%’lH ||

ik(z—a’)

_ 1 o e
Glz,2") =5 | (h—2iw) (k+iw) dk.
Ein Pol liegt bei k = +2iw im oberen Bereich, ein Pol bei kK = —iw im unteren Bereich. Fiir x — 2’ > 0:

Grofkreis oben schliefen (ik = i(Rek + ilmk) = iRek — Imk: Fiir Imk > 0 exponentiell geddmpft). Fiir

x — &’ < 0: Grofkreis unten schliefen (Vorzeichen von Umlaufsinn).
eik(z— z’) etk (z— @)

Gz, ") = 0(x — 2/)2miResp 210 5= 5 7(19 Sy i) T O(x' — z)2miResk— —iw 27r (=TI 2M)(kﬂw)( 1)
ik(o—’) k(@)

= 0(z — 2")2mi limy,_y 94, (k — 2iw) 5= 5 i) (i) — 2:w)(k+zw) O(z" — 2)2mi limg—, —i0 (k + iw) 217T 7@ i) i)

=0(x — 2" )i%—55— — 0(2' —x)zew(;:) =0(x —2') &
b) Randbedingung: G(0,2’ > 0) = - [0 + e‘mlw} nicht erfullt.
Homogene Greensche Funktion {iber Ansatz:

G = Gy + Ae~2(@=2") | pewl(o=a"),

w(m ) pwla—a’)

+0(2' — ) —55—

—2w(z—z’)




G(0,2") = S =+ At 4 Bemwr = 0. (I)

G'(z,2') = BL [6(3@ - )e_QW(””_”” )+ (—2w)0(z — x’)e_%(c”_z/) + (=1)é(2’ — x)e“’(c”_z/) + wh(a’ — x)e“’(c”_z/)
+A(—2w)e™ 2w(@=a') | Byewl@—a),

G'(0,2') = —20(—2")... + Lemwo" — Azwem’ + Bwe™** = 0. (II)

Aus (I) und (II) folgt: A=0, B = —==

3w

— Gz, ac)—GI—g—e‘*’(I ),
Losung: y(z fo (2")da' = fz dz’ieizw(i;: Jer +f dx ’ew(x i )e‘”, —f dx ’ew(xwz ) gwe’

_ 1 ( —2w1f dSC/ +3wz 76“’“56)

3w
_ % (672“)1 eBwI_l)  ge®T
w 3w 3w

o (o =) - 5
Probe: y(0) =0,
Y (0) = 5oz (w+2w) — 55 —0=0.

wa: wx wx —2wzx
L(0) = g (¥ + 2w 7) — ST | B L gt g
#y :C):7560017%6720017%7%ewzzigewzigefmuzi%ewz
2

2Y(2) = =4 y(x) —wdm y(@) + 2wy(2)
— §ewz + %e—sz + o IW oW + ewz _ § —2wm + %ewm + %ewz _ %e—sz _ QITwewz
— %ewz + Oe—sz +Oewz _ ewz ( )
8.3 Sturm-Liouville-Problem
a)

2
Loy(z) = —a®y" +ay +y = ao(@)y(z) + a1(2) y(2) + as(@) Ly ().
ao(z) =1, a1(z) = v, as(x) = —a2.
—>Transf0rmati0(n)auf Sturm-Liouville Form S,y(z) = 4 [p(z) L] y(z) + q(2)y(z)
1 ~

mit p(z) = el B *exp(f jﬁzdz):exp(ff%dx):exp(flanrc):%expc:%.
a(@) = p(@) 38 = 75 = — &

( =
Say(x) = 35 (£45) y(@) — Hy(@)
mit ¢ = 1: Lyy(z) = (;f((;))Smy(:c) =23 [% (%%) y(z) — I%y(z)] = g3 {(%) — ;/—3}

d
’ / 1" ’
Probe: —z [(%) - g} = a8 [ = % - ] = a2y oy 4y = Lay().
b) Lay(a) = 1(2) ~

F@) = p@) figh = st = — v

S+ Ap(2)]y(z) =0 « [L(1L)— L 4 A]y(z) =0 fiir z € [a,b)].

also p(z) = 25, p(r) = £
Sturm-Liouville Transformation:

§:t(z):f;,/p(zgd =[r 1/83d,9 [Flds=Inz—Ina=InL — z(t)=ae.
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c=t(b)=Inl.

Liouvillesche Normalform:

—Low(t) + [(t) — N w(t) = 0 fiir t € [0,¢],
—w(t) +[2 — N w(t) =0 fiir ¢ € [0,In 2],
Probe: w(t) — L) _ utec)

x(t) aet



ae (ae)ae’ ae aet
Lt )— ddtg (yfwt >) —d (y (ac')ac' _ %éet)gaet) @ (y/(aet) _ %)
( ‘ (aaeet)ae + y(ate)z) ae - y ( ) -y (CE) + @
g () 2= Nu(t)= —y"(@)a -+ (@) — L2 42U _ \ue) — g,

= $2y//+xy —y+2y—Ay=0= Ly — \y.



