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8. Tutorium - Lösungen 16.12.2011

8.1 Greensche Funktion 1

a) Lt =
d
dt

+ 1, f(t) = et, Lty(t) = f(t).

Ansatz: G(t, t′) = 1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)eik(t−t′)dk

und δ(t− t′) = 1
2π

∫∞
−∞ eik(t−t′)dk einsetzen in

LtG(t, t′) = δ(t− t′),
(

d
dt

+ 1
)

G(t, t′) = δ(t− t′),
1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(

d
dt

+ 1
)

eik(t−t′)dk = 1
2π

∫∞
−∞ eik(t−t′)dk,

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k) (ik + 1) eik(t−t′)dk = 1

2π

∫∞
−∞ eik(t−t′)dk.

Vergleich der Integranden:
G̃(k) (ik + 1) = 1. → G̃(k) = 1

ik+1 .

G(t, t′) = 1
2π

∫∞
−∞

eik(t−t
′)

ik+1 dk.
Pol liegt bei k = +i im oberen Bereich. Für t − t′ > 0: Großkreis oben schließen (ik = i(Rek + iImk) =
iRek − Imk: Für Imk > 0 exponentiell gedämpft). Für t − t′ < 0: Großkreis unten schließen: Kein Pol
eingeschlossen.

G(t, t′) = θ(t− t′)2πiResk→i
1
2π

eik(t−t
′)

ik+1 = θ(t− t′)2πi limk→i(k − i) 1
2π

eik(t−t
′)

i(k−i) = θ(t− t′)e−(t−t′).

b) Randbedingung: y(0) = 0 → G(0, t′) = θ(−t′)et
′

= 0 für t′ > 0. Ok.

Lösung: y(t) =
∫∞
0 G(t, t′)f(t′)dt′ =

∫∞
0 θ(t− t′)e−(t−t′)et

′

dt′=
∫ t

0 e−te2t
′

dt′= e−t e
2t−1
2 = et−e−t

2 = sinh t.

c) Probe:
(

d
dt

+ 1
)

sinh t = cosh t+ sinh t = et+e−t

2 + et−e−t

2 = et.
y(0) = sinh 0 = 0.

8.2 Greensche Funktion 2

a) Lx = − d2

dx2 − ω d
dx

+ 2ω2, f(x) = eωx, Lxy(x) = f(x).

Ansatz: G(x, x′) = 1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)eik(x−x′)dk

und δ(x− x′) = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk einsetzen in

LxG(x, x′) = δ(x− x′),
(

− d2

dx2 − ω d
dx

+ 2ω2
)

G(x, x′) = δ(x− x′),

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(

− d2

dx2 − ω d
dx

+ 2ω2
)

eik(x−x′)dk = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk,

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(

k2 − iωk + 2ω2
)

eik(x−x′)dk = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk.

Vergleich der Integranden:
G̃(k)

(

k2 − iωk + 2ω2
)

= 1. → G̃(k) = 1
k2−iωk+2ω2 = 1

(k−2iω)(k+iω) .

G(x, x′) = 1
2π

∫∞
−∞

eik(x−x
′)

(k−2iω)(k+iω)dk.

Ein Pol liegt bei k = +2iω im oberen Bereich, ein Pol bei k = −iω im unteren Bereich. Für x − x′ > 0:
Großkreis oben schließen (ik = i(Rek + iImk) = iRek − Imk: Für Imk > 0 exponentiell gedämpft). Für
x− x′ < 0: Großkreis unten schließen (Vorzeichen von Umlaufsinn).

G(x, x′) = θ(x− x′)2πiResk→2iω
1
2π

eik(x−x
′)

(k−2iω)(k+iω) + θ(x′ − x)2πiResk→−iω
1
2π

eik(x−x
′)

(k−2iω)(k+iω) (−1)

= θ(x− x′)2πi limk→2iω(k − 2iω) 1
2π

eik(x−x
′)

(k−2iω)(k+iω) − θ(x′ − x)2πi limk→−iω(k + iω) 1
2π

eik(x−x
′)

(k−2iω)(k+iω)

= θ(x− x′)i e
−2ω(x−x

′)

3iω − θ(x′ − x)i e
ω(x−x

′)

−3iω = θ(x − x′) e
−2ω(x−x

′)

3ω + θ(x′ − x) e
ω(x−x

′)

3ω .

b) Randbedingung: G(0, x′ > 0) = 1
3ω

[

0 + e−x′ω
]

nicht erfüllt.

Homogene Greensche Funktion über Ansatz:
G = GI +Ae−2ω(x−x′) +Beω(x−x′).
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G(0, x′) = e−x
′
ω

3ω +Ae2ωx′

+Be−ωx′

= 0. (I)

G′(x, x′) = 1
3ω

[

δ(x− x′)e−2ω(x−x′) + (−2ω)θ(x− x′)e−2ω(x−x′) + (−1)δ(x′ − x)eω(x−x′) + ωθ(x′ − x)eω(x−x′)
]

+A(−2ω)e−2ω(x−x′) +Bωeω(x−x′).
G′(0, x′) = − 2

3θ(−x′)...+ 1
3e

−ωx′ −A2ωe2ωx′

+Bωe−ωx′

= 0. (II)
Aus (I) und (II) folgt: A = 0, B = − 1

3ω .

→ G(x, x′) = GI − 1
3ω e

ω(x−x′).

Lösung: y(x) =
∫∞
0 G(x, x′)f(x′)dx′ =

∫ x

0 dx′ e−2ω(x−x
′)eωx

′

3ω +
∫∞
x

dx′ eω(x−x
′)

3ω eωx′ −
∫∞
0 dx′ eω(x−x

′)

3ω eωx′

= 1
3ω

(

e−2ωx
∫ x

0 dx′e+3ωx′ − eωxx
)

= 1
3ω

(

e−2ωx e3ωx−1
3ω

)

− xeωx

3ω

= 1
9ω2

(

eωx − e−2ωx
)

− xeωx

3ω .
Probe: y(0) = 0,
y′(0) = 1

9ω2 (ω + 2ω)− 1
3ω − 0 = 0.

d
dx
y(x) = 1

9ω2

(

eωxω + 2ωe−2ωx
)

− eωx+xeωxω
3ω = − 2

9
eωx

ω
+ 2

9
e−2ωx

ω
− x

3 e
ωx.

d2

dx2 y(x) = − 2
9e

ωx − 4
9e

−2ωx − eωx

3 − xω
3 eωx = − 5

9e
ωx − 4

9e
−2ωx − xω

3 eωx.

Lxy(x) = − d2

dx2 y(x) − ω d
dx
y(x) + 2ω2y(x)

= 5
9e

ωx + 4
9e

−2ωx + xω
3 eωx + 2

9e
ωx − 2

9e
−2ωx + xω

3 eωx + 2
9e

ωx − 2
9e

−2ωx − 2xω
3 eωx

= 9
9e

ωx + 0e−2ωx + 0eωx = eωx = f(x).

8.3 Sturm-Liouville-Problem

a)

Lxy(x) = −x2y′′ + xy′ + y
!
= a0(x)y(x) + a1(x)

d
dx
y(x) + a2(x)

d2

dx2 y(x).
a0(x) = 1, a1(x) = x, a2(x) = −x2.
→Transformation auf Sturm-Liouville Form Sxy(x) =

d
dx

[

p(x) d
dx

]

y(x) + q(x)y(x)

mit p(x) = e
∫

a1(x)

a2(x)
dx

= exp
(

∫

x
−x2 dx

)

= exp
(

−
∫

1
x
dx
)

= exp (− lnx+ c) = 1
x
exp c = c̃

x
.

q(x) = p(x)a0(x)
a2(x)

= c̃
x(−x2) = − c̃

x3 .

Sxy(x) =
d
dx

(

c̃
x

d
dx

)

y(x)− c̃
x3 y(x)

mit c̃ = 1: Lxy(x) =
a2(x)
p(x) Sxy(x) = −x3

[

d
dx

(

1
x

d
dx

)

y(x)− 1
x3 y(x)

]

= −x3

[

(

y′

x

)′
− y

x3

]

.

Probe: −x3

[

(

y′

x

)′
− y

x3

]

= −x3
[

y′′

x
− y′

x2 − y
x3

]

= −x2y′′ + xy′ + y = Lxy(x).

b) Lxy(x) = f(x) = λy → Sxy(x) = F (x),

F (x) = p(x) f(x)
a2(x)

= c̃λy
x(−x2) = − c̃λ

x3 y.

[Sx + λρ(x)] y(x) = 0 ↔
[

d
dx

(

1
x

d
dx

)

− 1
x3 + λ

x3

]

y(x) = 0 für x ∈ [a, b].
also ρ(x) = 1

x3 , p(x) = 1
x

Sturm-Liouville Transformation:

ξ = t(x) =
∫ x

a

√

ρ(s)
p(s)ds =

∫ x

a

√

s
s3
ds =

∫ x

a
1
s
ds = lnx− ln a = ln x

a
→ x(t) = aet.

w(t) = 4
√

p(x(t))ρ(x(t))y(x(t)) = 4

√

1
x(t)

1
x3(t)y(x(t)) =

y(x(t))
x(t) .

q̂(t) = 1
ρ

[

−q − 4
√
pρ

(

p
(

1
4
√
pρ

)′
)′
]

= x3





1
x3 − 4

√

1
x

1
x3

(

1
x

(

1
4
√

1
x

1
x3

)′)′



= x3
[

1
x3 − 1

x

(

1
x
(x)

′)′
]

= x3
[

1
x3 − 1

x

(

1
x

)′
]

= x3
[

1
x3 − 1

x

(

− 1
x2

)]

= 2.

c = t(b) = ln b
a
.

Liouvillesche Normalform:
− d2

dt2
w(t) + [q̂(t)− λ]w(t) = 0 für t ∈ [0, c],

− d2

dt2
w(t) + [2− λ]w(t) = 0 für t ∈ [0, ln b

a
].

Probe: w(t) = y(x(t))
x(t) = y(aet)

aet
.
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d2

dt2
w(t) = d2

dt2

(

y(aet)
aet

)

= d
dt

(

y′(aet)aet

aet
− y(aet)

(aet)2
aet
)

= d
dt

(

y′(aet)− y(aet)
aet

)

= y′′(aet)aet − y′(aet)aet

aet
+ y(aet)

(aet)2
aet= y′′(x)x − y′(x) + y(x)

x

→− d2

dt2
w(t) + [2− λ]w(t)= −y′′(x)x + y′(x) − y(x)

x
+ 2 y(x)

x
− λ

y(x)
x

= 0.
×x→−x2y′′ + xy′ − y + 2y − λy = 0 = Lxy − λy.
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