Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2011W

9. Tutorium - Lésungen 13.01.2012

9.1 Separationsansatz 1
0o = (A W) o= (635 TRE 6t2) D = \O.
Ansatz: ®(z,y, z,t) = ©1(x) P2 (y)P3(2)Py(t).

[5%@(:@} Dy (y) P3(2)Pu(t) + P1(x) [68—;2@2(3;)} D3(2)Pa(t) + @1 (2)D2(y) [5%(2)} Dy (t)

1 (2)@2(y) @3 (2) | G5 @a(t)] = A®1 (2)@2()@a(2) @ (1),
Ganze Gleichung durch D =P, 0,930, dividieren

75 |2 01 (@) + 5y | 22 ®20)] + 7y |2 ®s(2)] - 5 |G @aD)] = 1
Nun der Reihe nach die Terme abspalten:
2 2
i 201 @)] + 5k |22 020)] + 5 |22 ®s(2)] = wkiy [Zr@a0)] + X = Alw,y,2) = A() = 4 =
const.
=0 (t) = (A= X) Dy(t).
= <I)”+ @”*—cblaq)’g'JrA:B(z,y):B(z):B:const.
(I)”( ) (A — B) ®3(2).
+ -0 = ,%@&/JFB =C(z) = C(y) = C = const.
‘I’"( ) = (B = C)®s(y).
—®/(z) = CPy(x).
Alternativer Losungsweg:

() DY (y) LG NN /() N .
q)l(z) (1)2(y) + @3(2) (1)4(t) =A= A( B,7,0) = t.

a(z)=a=const  B(y)=B=const ~(z)=y=const §(t)=6=const

Da die rechte Seite eine Konstante ist, muss auch die linke Seite konstant sein, und da jeder der vier Terme
von einer anderen Variable abhingt, muss jeder der vier Terme konstant sein.

=P (2) = a®y(z),

5 (y) = BL2(y),

DY (t) = dPy(t),

mit der Zusatzbedingung o+ 8 +~v — 3§ = A

Das entspricht der ersten Losung mit a =C, 3=B—-C,v=A—B,§=A— \.

9.2 Separationsansatz 2

T COS P
Zylinderkoordinaten: x = | rsin¢
z
T =7,T2 =@, T3 = 2.
2 _ Oz Oxy __ 2 102 —
U= g3t 50 = cos”p+sin“p+0=1.

V2= g;; gg; =12 (sin® p + cos? ) + 0 = 2.

W2=g;;§7”f;=0+0+1=1

Laplace-Operator: A =

1190 (.0 9
_r|:67"(8r)+6<p
_10 19, 9%
7r8r+6r +T26Lp2+822'

Homogene Laplace-Gleichung;: (%i + 5+ L2 8—2) O(r,p,2z) =0.




B1(1)] Ba(0)0a(c) + 201 (1) [ Zr0a(0)] Ba(2) + (1) Ba(i) [ a(2)] =

[ (255 + ) 100 + ety [ 9200)] =~y [59(9)] = Alr) = 42) = 4 = como.
/"

9.3 Fuchssche Klasse

a) 2w’ +4w' +22 =0. — W'+ 2w+ Zw=0=w"+p ()W + pa(z)w
= pi(z) = 2, p2(2) = 3.

Singuldre Punkte: zy = O:

ap = lim,_, ., (z — 20)p1(2) = lim,_,0(z — 0)
Bo = lim,_0(z — 20)p2(z) = lim, ¢ (z — O)2 Z% =2.
Charakteristische Exponenten:

o’ +o(ag—1)+Bo=0=02+0(d—-1)+2=02+30+2
=(c+1)(c+2)=0.

— 01 =—1,09 = —2.
Singulére Punkte um 2z = oo: Transformation t=1/z
u” +pa(t )U + p2(t)u = 0 mit p1 — &p1(3), P2 = #p2(F)-
Hﬁl B t124t* tap2 _2t :%
/

—u" — fu' + tzu =0.

Singulare Punkte: ag = =2, By = 2.

o> +o(ag—1)+Bo=0=02+0(=3)+ B2 = (0 —1)(c — 2).

—01 =1, 00 = 2.

b) Im allgemeinen Fall wiirde man hier nur eine linear unabhéngige Losung erwarten (bei diesem speziellen
Beispiel erhélt man aber gleich beide):

Ansatz fiir generalisierte Potenzreihe: w(z) = Y07 jwyp 2",

S (2) = g w (n+ ) 2O,

w'(z) =" ywn(n+0)(n+o—1)z"T7"2

Einsetzen liefert:

2w’ +4w +22 =0=3" 2" wy, [(n40) (n+0—1)+4(n+o0)+2].
—>wn(n+a+1)(n+o+2) 0.

Da n € Ny ist das nur erfiillt 0 falls entweder w,, = 0 oder n = —1 — o oder n = -2 — 0.
Mit o1 = —L:wyn(n+1) =0 = wy = C # 0, Wy = 0.

Mit oo = -2:w, (n—1)n=0—> wy=A#0,w; =B#0, w,>1 =0.

—wi(z) =<, wa(z) = 4 + L.

Losung: w(z) = 4 + £.
¢) Einsetzen: w'(z) = —24 — B ow'(z) = 6;4;4 +28.
£ 22 0=+ (64 125) 14(-23  B) + 2 (4 + 5) =04 405 =0

9.4 Hypergeometrische Funktion
oo (a)j(b)j I oo (1);(B)j 29 oo gl I ) i
a) F(L B, B;2) = 2052, i o = 3002, i = 502  fiar = 172, 0 = o,
mit dem Pochhammer Symbol (a); =a-(a+1)-...-(a+j—1)=T(a+j)/T(a)=(a+j—1!/(a—1).
oo (a)j(b)j 27 oo (2);(1); 7 oo gld 9) i
F(g,l, §, z) = Zj:o #7 - Zj:o (é)j - G = Zj:o &7 = Zj:O 2! = 1iz7
o oo (@)i()jad _ oo (Di(3)5 a? _ gmoe j
b) F(1, %7 gﬁ”) = Zj:o 0; 4 Zj:o (%)i o= Zj:o 23‘3?5&

3 _ 35...(2j-1)-(2j+1) _ _3
(3); — B7-..(27+1)-(2j+3) ~ 2j+3°

35 3 i 1. 1 2j 1 2j—2
F(1,5,3:2) = 2700 53’ =320 3@’ =320 578 (V@) =332 551 (V@)

mit
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9.5 Legendre Polynome

2j+1
)3 2?1 2j1+1 (\/E) ! = 3
1

) o
b ™ i ()4

b

0 T (Vo) - L ()




