Mathematische Methoden der Theoretischen Physik - UBUNGEN 2012W

2. Test - Losungen 18.1.2013

1 Separationsansatz

(28 +o8+25) 0,y,2) = (@ +2) 0,9, 2)
Ansatz: ®(x,y, z) = ®1(z)P2(y)P3(2).
Ganze Gleichung durch ® = &, P,®3 dividieren:
& [20)& [20:] +od [0+ & [Los] =a+2
&3 abspalten:
4%1 [6%@1] q)% [8%@2} + x%z {%@2} —x= —%3 {88—;@3} +z=A(z,y) = A(z) = A = const.
— ®Y(2) = (z — A) P3(2).
Umformen, ®5 herausheben:
a
{# o] rof g [fo] =a+a
@L[E):r(bl]-i— _ ‘132
At TP
= £ ®a(y) = Pa(y).
— %@1(@ = [B(A+z) — x] D1(x).

= B(z) = B(y) = B = const.

1 Fuchssche Klasse

a)zy’ +y =L =0. = Y+ oy +Zy=0=y"+pi(x)y +p2(2)y.
= pi(e) = 3, pa(a) = —5
Singulére Punkte: z¢ = 0:
ap = limy o (x — xo)p1(z) = lim,_0(z — O)% =1.
Bo = limg 4, (v — 20)2p2(x) = lim, o (z — 0)2 ;—21 =—1.
Charakteristische Exponenten:
oc(lc—1)+oap+pBo=0=0*>~c+oc—-1=02>-1=(c—1)(c+1)=0.
—>0'1:1, oy = —1.
b) Ansatz fiir generalisierte Potenzreihe: y(z) = >~ j w2z,
= (@) =3 g wn (n+ o)™ 7
y'(z) =30 qwy (n+0)(n+o—1)z"T72

Einsetzen liefert: zy” +y' — 4 =0=3%" 2"t lw,[(n+o0)(n+0—1)+ (n+0) —1].
—>wn(n+o+1)(n—|—a—1) 0.
Da n € Ny ist das nur erfillt, falls entweder w, =0 odern=—-1—0c odern =1-—o0.

Mit oy =1: w, (R +2)n =0 = wo = C # 0, wp>o = 0.

Mit oo = -1l wpyn(n—2) =0 = wp=A#0,w; =0, wa =B #0, wp>2 =0.
%yl(x)zg,yg(x):%—i—Bx.

Losung: y(x )—A—i—Ba:

Probe'y() +By() 24

x

2y +y — “’=ﬂf(2fs) +(-5+B)-L(4+Bz)=0.

xT



2 Greensche Funktion
a) Ly =—ld 1 f( ) =, Lyy(x) = f(z).

Ansatz: G(z f G 7k(r1:—r1:’)dk

und 6(z — xl = f lk(m z )dk einsetzen in
L,G(z,2')=4¢ :c x ),

(_i% - 1) G(z,2") = 0(x — '),

2 J_oc OR) (igie = 1) 0Nk = g 7, M D,

f G ( _1) ik(x— m)dk_lf zkw ac)dk
Yerglelch der Integranden:
Gk)(k-1)=1. — Gk) =1.
b)

G(z,2') = 217T fooo ‘)m,imflm L dk.

Pole liegt genau auf der reellen Achse. Um den Residuensatz anwenden zu konnen, wird der Pol leicht
verschoben, z.B. nach oben: kK — ky = kK — 1 — ie mit k; = 1 + ie. Der Pol liegt nun im oberen Bereich. Fiir
x—x' > 0: Grofkreis oben schliefen (ik = i(Rek +ilmk) = iRek —Imk: Fiir Imk > 0 exponentiell geddmpft).

Fiir x — 2’ < 0: GroRkreis unten schliefen: hier sind keine Pole mehr eingeschlossen.
1 eik(m—m’)

G(z,2') = H(x — 2")2miResp 1 4ic 5- o= + H(2' —2) x 0
= H(zx — 2/)2milimg 1 pie (b — 1 — ig) & e;’“(i’j;)

=H(z— x’)iei(lHE)(m_m/) =20 H(z — 2')ie' =) = Gy (z, ")
c) Rate Homogene Greensche Funktion, z.B.: Gy = jei(==),
Probe: (— 4 —1)i ei(m=2") = _j3e—ila—a") _ je—ilz—=2") = 0. Ok.
d) Beitrag der inhomogenen Greenschen Funktion fiir 1 < x < 2:

2
@) = [} Gil.a) f(@)da' = [ H(o— o)ieltrada’
1
—_———

I
. i(mfm/) r
=i S

z/=1
= —ae + aell@=1)
. [ei(m—l) }
Das erfiillt die Randbedingung noch nicht:
Y (z) = aie? @),
y'(2) = aie’ # B (im Allgemeinen fiir o und 8 unabhéngig).
Anpassen der Losung mit Hilfe mit Hilfe einer beliebigen linear unabhingigen homogenen Lésung yg (z):
Wiéhle yp(z) = Gu(z,0):
y(@) = yi1(z) + yu(z)
=« [ei(m_l) —1] 4+ AGH(,0)
=« [ei(w’l) - 1] + Aiet®,
Anpassen an Randbedingungen:
Y (z) = cie? @1 — Aet |
y'(2) = aie’ — Ae* < B.
A= —ﬁ;‘;jel = —Be % + qie™".
—ylz) =« [ei("’_l) - 1} + (—66_% + aie‘i) e
_ aei(xfl) —a— 5672%6” _ aefieia:

= —a — Biel==2),
Probe: ¢/ (z) = Bel®=2),
(2) = 5.

D <

2y(@) = (—igy — 1) y(e) = —ife’™™? + a+ fie’""? = a.



