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6. Tutorium - L6sungen 14.12.2012

6.1 Verallgemeinerten Funktionen

a) f(z) = cos(x)H(m + z)H(m — x).
f'(x) = —sin(z)H (7 + z)H (7w — ) 4 cos(x)d(m + z)H (7 — ) — cos(z)H(m + 2)d (7 — x)
= —sin(z)H(r + 2)H(r —z) — §(7n + ) + 6(7 — x).
/' (x) =—cos(x)H(r+x)H(r —2) —0—0—0(r+z)+ 6'(m —2)(—1)
—_— Y
=6 (z+m) =—4¢'(z—m)
=—cos(z)H(m+x)H(r —x) — 0" (x +7) + 6 (x —m)
=—flx)+§(x—7m)—0d(z+m).
(@) = = f'(2) + 6" (x —7) — 0" (x + ).
n>2: fM(z) = —f=2 4 50D (g — 1) — sV (2 4 7).
b)(% — w) [H(z)e** + H(—x)e “¥]
=(z)e¥* + H(x)we“® + 6(—x)(—1)e * + H(—z)(—w)e™¥* —wH (x)e“* — wH(—x)e™¥*
=d0(z) + H(z)we“™ — §(z) — H(—x)we ™" — wH(x)e¥” —wH(—x)e “?
= —2H(—xz)we “?
= Qe wT [1 — H(ac)]

6.2 Residuensatz

a) Losungen von ™ + 1 = 0, also 2™ = —1: Satz von de Moivre: €% = (¢¥)™ = cos(n¢p) + isin(ny). Rechte
Seite ergibt -1 fiir np = 7r(2N + 1) mit ganzzahligem N. Daher ¢ = Z(2N + 1) mit N =0, 1, ..., n— 1.
Fiir n = 4 hat man 2; = e® = \E, T =T = \1/'21'1, T3=e T =e T = %, Ti=ed =e T = 1—\751

b) Da h(z) eine einfache Nullstelle bei @ = ¢ hat, gilt h(z) ~ (x — ¢)h/(¢) in einer Umgebung von = = c.
Dabher:
ReSm—mf(l')( T Resgz_;cf@) = Resz—w Zgz) ~ Resz—w% = 111111_)C (ZE — c) %

g(x) _ g(e

= limg,_,. O AGE

Wem das ,,~* zu ungenau ist, der kann i (z) auch in einer Taylor-Reihe h(z) = 0+(x — ¢) b/ (c)+4; (z — o)’ B (¢)+
.. expandieren und dann die Laurentreihe des Quotienten bilden. Der Koeffizient a_1 = g(c¢)/h’(c) der Lau-

rentreihe f(z) => 7 a,(z — ¢)™ ist dann genau das gesuchte Residuum.

¢) Die Pole befinden sich bei e/ und ¢*%"/%, Man kann die oberen zwei Pole wihlen, und den Integra-

tionsweg liber den oberen Halbkreis schlieffen, der keinen Beitrag liefert. Die Residuen an den Polen der

oberen Halbebene sind

—

) T +az+b z?+az+b _ itae’™*4b
Resm_>61rr/4 441 Ax3 wpin /4 - Qe3in/4
. +az+b z24+ax+b _ 7z+ae“)'”/4+b *1+1163”/4+b
Res =
a—edin/a 2141 4z r—e3in/4 4e9im/4 4eirn/4

Schliefen im oberen Halbkreis (positiver Umlaufsinn, daher kein zusétzliches ,-*) ergibt:

0z +bz+c x2+az+b x2+az+b
—oo  TiF1 dx = 2mi (Resxﬁemm 2341 + Reszﬂesmm ZA 41

im/4 Y g p3iT/4 .
z+ae4 +b, 3171'/4+ z+ae4 b, 17r/4)

= 27m(
= [i(‘\l/; —7) +a(- Z'Jrz')er(_\l/; +1—‘;)} = 2 (1+0).
6.3 Greensche Funktion

)Et*dﬁlf() L Ley(t) = (1)
Ansatz: G(t,t') = 5= f G(k)e* =) dk

und 6(t —t') = 1 f Zk(t ¢ )dk einsetzen in




LG, ) =601,

( + 1) G@t.t) =3t —#), -

2 ffooo G(k) (% +1) k(=) Jl — o~ ffooo eikt—t) g

L G (i + 1) e~ = o [ 46—,

Yergleich der Integrandenj

Gk (ik+1)=1. — G(k) = 7.

(Etwas ausfiihrlicher: Fourier-Transformation ffooo dt e~ (=) auf beiden Seiten angewandt:
— f dteflk t t) 1 ffooo dké(k) ('Lk+ 1)eik(t7t’) _ ffooo dteiik,(tft/)%ffooo dk/eik(tit,)_

— o= [%dkG(k) (ik + 1)/ dt 'Rt = Lo dk/ dt ' k=K

276(k—k') 216 (k—k')
— G‘(k:’) (ik' +1)=1.)

G(t, ) = 5 [, k.

Pol liegt bei k = +i im oberen Bereich. Fir ¢ — ¢’ > 0: Grofkreis oben schliefen (ik = i(Rek + iImk) =

iRek — Imk: Fiir Imk > 0 exponentiell gedampft). Fiir ¢ — ¢ < 0: Grofkreis unten schlieRen: Kein Pol

eingeschlossen.

ewk( ) . . eik( —t’) —(t—t'
G(t,t') = H(t — t')2miResp—i 5 %Ht = H(t — t")2mi limp_; (k — z)%ﬁ: H(t —t)e 1),
b) Randbedlngung y(O) = 0 —  G(0,t') = H(—t)e! =0 fiir ' > 0. Ok.
Losung: y(t) = [;° G t)dt' = [CH(t—t")e (= et qt'= ft e te2 dt' = e‘teuT_l = % = sinht.

t t t t

c¢) Probe: (dt + 1) smht = cosht +sinht = ¢ +2€ + % =el.
y(0) =sinh 0 = 0.

6.4 Separationsansatz

2 R 2 o2 2 52

Anfatz:\lf(z,y,z,t)f‘l’() <> <> () 2
| 201 ()] Wa()Ws(2)Wa(t) + Wi (1) | 25 Wa(y )} s (2)Wa(t) + W1 (2) Ua(y) [ 2 Ws(2)] a(t)
)

+0 1 (2)Ws(y) Us(2) 2220y (t)] = 27}}—2‘/“‘1’1(50)‘1’2(31 U3(2)Wy(t).
Ganze Gleichung durch ¥ = \Il 1Yo W3, dividieren:

1 1 1 1 [2mi 8 2mV,
7@ { =0 (z )} A [ zP2(y )} +5me [ = W3(2 )} T L g Ya(t)] = 252
Nun der Reihe nach dle Terme abspalten:

2 mi m
) {%‘pl@} + Hw {ay Ta(y )} + T30 {6%\1]3( )} = g [R5 Y0)] + IRt = Ax,y,2) =
A(t) = A = const.
S 2mi\I,/( ) — (A— 2mVo) \114( )
1\11”—|— \11’2’:—1\11”+A B(z,y) = B(z) = B = const.
D wy) 2 (4 B) s (2).
\I%\I/N =—3-UV)+ B=C(z) = C(y) = C = const.
= Wi(y) = (B~ C) Way).
-0 (z) = C¥y(x).
Alternativer Losungsweg:

V() U3 (y) Vi) i) e

+ + — — ng = A .5, ,5 _ ‘.
Y1(z) Ua(y) Us(z) Wty " (e, ,7,0) = cons
~— N—— —— —_—

a(z)=a=const  B(y)=B=const ~vy(z)=y=const §(t)=0=const

Da die rechte Seite eine Konstante ist, muss auch die linke Seite konstant sein, und da jeder der vier Terme
von einer anderen Variable abhéngt, muss jeder der vier Terme konstant sein.

=0 (z) = ali(z), Vi(y)=pT2(y), Th(2) =Ts(z), (1) = 0Wu(t),

mit der Zusatzbedingung a + 8+ v— 6 = 2mv".

Das entspricht der ersten Losung mit o« = C’ B=B-C,vy=A—-B,§=-A+ 2”,;—2‘/“




