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7.1 Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten: x =





r cosϕ
r sinϕ

z



.

e
′
j =

∂xi

∂x′j ei =
∂x
∂x′j .

→ er = ∂
∂rx =





cosϕ
sinϕ
0



 , eϕ = ∂
∂ϕx =





−r sinϕ
r cosϕ

0



 , ez = ∂
∂zx =





0
0
1



 .

Berechnung der Metrik:

g′ij = e
′
i · e′j→

[
g′ij

]
=





1 0 0
0 r2 0
0 0 1



, z.B. er · er =





cosϕ
sinϕ
0



 ·





cosϕ
sinϕ
0



 = 1, etc.

Determinante: |g′| = det
[
g′ij

]
= 1× r2 × 1 = r2.

Inverse Metrik: g′ijg′jk = δik →
[
g′ij

]
=





1 0 0
0 1

r2 0
0 0 1





Laplace-Operator: ∆ = 1√
|g′|

∂′
i

(√

|g′|g′ij∂′
j

)

= 1√
r2
∂′
i

(√
r2g′ij∂′

j

)

= 1
r∂r (r × 1× ∂r) +

1
r∂ϕ

(
r × 1

r2 × ∂ϕ
)
+ 1

r∂z (r × 1× ∂z)

= 1
r

∂
∂r

(
r ∂
∂r

)
+ 1

r2
∂
∂ϕ

∂
∂ϕ + ∂

∂z
∂
∂z

= 1
r

∂
∂r + ∂2

∂r2 + 1
r2

∂2

∂ϕ2 + ∂2

∂z2 .

b) Homogene Laplace-Gleichung:
(

1
r

∂
∂r + ∂2

∂r2 + 1
r2

∂2

∂ϕ2 + ∂2

∂z2

)

Φ(r, ϕ, z) = 0.

Ansatz: Φ(r, ϕ, z) = Φ1(r)Φ2(ϕ)Φ3(z).[(
1
r

∂
∂r + ∂2

∂r2

)

Φ1(r)
]

Φ2(ϕ)Φ3(z) +
1
r2Φ1(r)

[
∂2

∂ϕ2Φ2(ϕ)
]

Φ3(z) + Φ1(r)Φ2(ϕ)
[

∂2

∂z2Φ3(z)
]

= 0.
[

1
Φ1(r)

(
1
r

∂
∂r + ∂2

∂r2

)

Φ1(r)
]

+ 1
r2

1
Φ2(ϕ)

[
∂2

∂ϕ2Φ2(ϕ)
]

= − 1
Φ3(z)

[
∂2

∂z2Φ3(z)
]

= A(r, ϕ) = A(z) = A = const.

→ Φ′′
3(z) = −AΦ3(z).

r2
[

1
Φ1(r)

(
1
r

∂
∂r + ∂2

∂r2

)

Φ1(r) −A
]

= − 1
Φ2(ϕ)

[
∂2

∂ϕ2Φ2(ϕ)
]

= B(r) = B(ϕ) = B = const.

→ Φ′′
2(ϕ) = −BΦ2(ϕ).

→
(

1
r

∂
∂r + ∂2

∂r2

)

Φ1(r) = AΦ1(r) +
B
r2Φ1(r).

7.2 Greensche Funktion

a) Lx = − d2

dx2 − λ, f(x) = αx, Lxy(x) = f(x).

Ansatz: G(x, x′) = 1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)eik(x−x′)dk

und δ(x− x′) = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk einsetzen in

LxG(x, x′) = δ(x− x′),
(

− d2

dx2 − λ
)

G(x, x′) = δ(x− x′),

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(

− d2

dx2 − λ
)

eik(x−x′)dk = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk,

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(
k2 − λ

)
eik(x−x′)dk = 1

2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk.

Vergleich der Integranden:
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G̃(k)
(
k2 − λ

)
= 1. → G̃(k) = 1

k2−λ = 1

(k−
√
λ)(k+

√
λ)

.

(Etwas ausführlicher: Fourier-Transformation
∫∞
−∞ dx e−ik′(x−x′) auf beiden Seiten angewandt:

→
∫∞
−∞ dx e−ik′(x−x′) 1

2π

∫∞
−∞ dkG̃(k)

(
k2 − λ

)
eik(x−x′) =

∫∞
−∞ dx e−ik′(x−x′) 1

2π

∫∞
−∞ dkeik(x−x′).

→ 1
2π

∫∞
−∞ dkG̃(k)

(
k2 − λ

)
∫ ∞

−∞
dx ei(k−k′)(x−x′)

︸ ︷︷ ︸

2πδ(k−k′)

= 1
2π

∫∞
−∞ dk

∫ ∞

−∞
dx ei(k−k′)(x−x′)

︸ ︷︷ ︸

2πδ(k−k′)

.

→ G̃(k′)
(
k′2 − λ

)
= 1.)

G(x, x′) = 1
2π

∫∞
−∞

eik(x−x′)

(k−
√
λ)(k+

√
λ)
dk.

Beide Pole liegen genau auf der reellen Achse. Um den Residuensatz anwenden zu können, werden die Pole

leicht verschoben, z.B. nach oben: (k − k1) (k − k2) =
(

k +
√
λ− iε

)(

k −
√
λ− iε

)

mit k1 = −
√
λ + iε,

k2 =
√
λ + iε. Beide Pole liegen nun im oberen Bereich. Für x − x′ > 0: Großkreis oben schließen (ik =

i(Rek+ iImk) = iRek− Imk: Für Imk > 0 exponentiell gedämpft). Für x−x′ < 0: Großkreis unten schließen:
hier sind keine Pole mehr eingeschlossen.

G(x, x′) = H(x− x′)

[

2πiResk→−
√
λ+iε

1
2π

eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

+ 2πiResk→−
√
λ+iε

1
2π

eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

]

+

H(x′ − x)× 0

= H(x−x′)2πi

[

limk→−
√
λ+iε(k +

√
λ− iε) 1

2π
eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

− limk→
√
λ+iε(k + iω) 1

2π
eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

]

= H(x − x′)
[

i e
i(−

√
λ+iε)(x−x′)

−2
√
λ

+ i e
i(

√
λ+iε)(x−x′)

2
√
λ

]
ε→0
= H(x − x′) 1

2i
√
λ

(

e−i
√
λ(x−x′) − ei

√
λ(x−x′)

)

= H(x −

x′)
− sin(

√
λ(x−x′))√
λ

=: GI(x, x
′).

b) Randbedingung: G(0, x′ > 0) = 0 ist erfüllt.

y(x) =
∫ d

0
G(x, x′)f(x′)dx′

(Falls nicht, kann man homogene Greensche Funktionen hinzufügen, um die Randbedingungen zu erfüllen,
z.B. für 0 < x′ < d:

G(x, x′) = GI(x, x
′) +A sin

(√
λ(x− x′)

)

+B cos
(√

λ(x− x′)
)

.

G(0, x′) = 0 +A
√
λ sin

(√
λ(x− x′)

)

+B
√
λ cos

(√
λ(x − x′)

)

= 0. (I)

G′(x, x′) = δ(x− x′)
− sin(

√
λ(x−x′))√
λ

−H(x− x′) cos
(√

λ(x− x′)
)

+A
√
λ cos

(√
λ(x − x′)

)

−B
√
λ sin

(√
λ(x− x′)

)

.

G′(0, x′) = 0− 0 +A
√
λ cos

(√
λ(x− x′)

)

−B
√
λ sin

(√
λ(x− x′)

)

= 0. (II)

Aus (I) und (II) folgt: A = 0, B = 0.
→ G(x, x′) = GI(x, x

′).)
Lösung für 0 < x < d:

y(x) =
∫ d

0
G(x, x′)f(x′)dx′ =

∫ d

0

H(x− x′)

︸ ︷︷ ︸
∫

x
0

− sin(
√
λ(x−x′))√
λ

αx′dx′

= α√
λ

∫ x

0 sin
(√

λ(x′ − x)
)

x′dx′

= α√
λ

[

− 1√
λ
cos

(√
λ(x′ − x)

)

x′
∣
∣
∣

x

x′=0
+

∫ x

0
1√
λ
cos

(√
λ(x′ − x)

)

dx′
]

= α√
λ

[

− 1√
λ
cos

(√
λ× 0

)

x+ 0 + 1
λ sin

(√
λ× 0

)

− 1
λ sin

(√
λ(−x)

)]

= α√
λ

[

− 1√
λ
x+ 1

λ sin
(√

λx
)]

= −α
λx+ α

λ
√
λ
sin

(√
λx

)

.

Probe: y(0) = 0,
y′(0) = −α

λ + α
λ cos (0) = 0.

d
dxy(x) = −α

λ + α
λ cos

(√
λx

)

.

d2

dx2 y(x) = − α√
λ
sin

(√
λx

)

.
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Lxy(x) = − d2

dx2 y(x)− λy(x)

= − α√
λ
sin

(√
λx

)

− λ
[

−α
λx+ α

λ
√
λ
sin

(√
λx

)]

= αx = f(x).

7.3 Sturm-Liouville-Problem

a)Lxy(x) = y′′ + 1
xy

′ − B
x2 y

!
= a0(x)y(x) + a1(x)

d
dxy(x) + a2(x)

d2

dx2 y(x).

a0(x) = − B
x2 , a1(x) =

1
x , a2(x) = 1.

→Transformation auf Sturm-Liouville Form Sxy(x) =
d
dx

[
p(x) d

dx

]
y(x) + q(x)y(x)

mit p(x) = e
∫ a1(x)

a2(x)
dx

= exp
(∫

1
xdx

)
= exp (lnx+ c) = x exp c = xc̃.

q(x) = p(x)a0(x)
a2(x)

= −xc̃ B
x2 = − c̃B

x .

Sxy(x) =
d
dx

(
xc̃ d

dx

)
y(x)− c̃B

x y(x).

Im folgenden: c̃ = 1: Lxy(x) =
a2(x)
p(x) Sxy(x) =

1
x

[
d
dx

(
x d
dx

)
y(x)− B

x y(x)
]
= 1

x

[

(xy′)′ − By
x

]

.

Probe: 1
x

[

(xy′)′ − By
x

]

= 1
x

[

y′ + xy′′ − By
x

]

= y′′ + 1
xy

′ − B
x2 y = Lxy(x).

b) Lxy(x) = f(x) = −λy → Sxy(x) = F (x),

F (x) = p(x) f(x)
a2(x)

= x−λy
1 = −xλy.

ρ(x) = F (x)
−λy(x) = x.

[Sx + λρ(x)] y(x) = 0 ↔
[

d
dx

(
x d
dx

)
− B

x + xλ
]
y(x) = 0 für x ∈ [a, b].

also ρ(x) = x, p(x) = x

Sturm-Liouville Transformation:

ξ = t(x) =
∫ x

a

√
ρ(s)
p(s)ds =

∫ x

a

√
s
sds =

∫ x

a 1ds = x− a → x(t) = t+ a.

w(t) = 4
√

p(x(t))ρ(x(t))y(x(t)) = 4
√

(t+ a) (t+ a)y(t+ a) =
√
t+ ay(t+ a).

q̂(t) = 1
ρ

[

−q − 4
√
pρ

(

p
(

1
4
√
pρ

)′)′]

= 1
x

[

B
x − 4

√
x2

(

x
(

1
4√
x2

)′)′]

= 1
x

[

B
x −√

x

(

x
(

1√
x

)′)′]

= 1
x

[
B
x −√

x
(
x−1

2 x−3/2
)′]

= 1
x

[
B
x −√

x
(
1
4

1
x3/2

)]

= 1
x

[
B
x − 1

4
1
x

]
= 1

x2

(
B − 1

4

)
= 1

(t+a)2

(
B − 1

4

)
.

c = t(b) = b− a.
Liouvillesche Normalform:
− d2

dt2w(t) + [q̂(t)− λ]w(t) = 0 für t ∈ [0, b− a],

− d2

dt2w(t) +
[

1
(t+a)2

(
B − 1

4

)
− λ

]

w(t) = 0 für t ∈ [0, b− a].

c) Probe: w(t) =
√
t+ ay(t+ a).

d2

dt2w(t) =
d2

dt2

(√
t+ ay(t+ a)

)
= d

dt

(
1
2

1√
t+a

y(t+ a) +
√
t+ ay′(t+ a)

)

= − 1
4

1
(t+a)3/2

y(t+ a) + 1
2

1√
t+a

y′(t+ a) + 1
2

1√
t+a

y′(t+ a) +
√
t+ ay′′(t+ a)

= − 1
4

1
x3/2 y(x) +

1
x1/2x

′(x) + x1/2y′′(x)

→− d2

dt2w(t) +
[

1
(t+a)2

(
B − 1

4

)
− λ

]

w(t)= −√
xy′′(x) − y′(x)√

x
+ 1

4
y(x)
x3/2 + y(x)

x3/2

(
B − 1

4

)
− λ

√
xy = 0.

/(−√
x)→ y′′ + y′

x − By
x2 + λy = 0 = Lxy + λy.

d) B = 1
4 : − d2

dt2w(t) + [−λ]w(t) = 0 . → w′′ = −λw.

Ansatz: w(t) = α sin(
√
λt) + β cos(

√
λt).

y(1) = y(2) = 0 → w(0) = w(1) = 0 → β = 0,
√
λ = πm mit m ∈ N.

→λ = (πm)
2
, w(t) = α sin(πmt).

Eingesetzt in y(x) = y(t+ a) = w(t)√
t+a

= w(x−a)√
x

: y(x) = 1√
x
w(x − a) = 1√

x
α sin(πm(x− a)).

Probe: y′(x) = − 1
2

α
x3/2 sin(πm(x − a)) + απm√

x
cos(πm(x − a))

y′′(x) = 3
4

α
x5/2 sin(πm(x − a))− 1

2
απm
x3/2 cos(πm(x − a))

− 1
2
απm
x3/2 cos(πm(x− a)− α(πm)2√

x
sin(πm(x− a))
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→ y′′ + 1
xy

′ − 1
4

1
x2 y = sin(πm(x − a))

[
3
4

α
x5/2 − α(πm)2√

x
− 1

x
1
2

α
x3/2 − 1

4
1
x2

α√
x

]

+cos(πm(x − a))
[

− 1
2
απm
x3/2 − 1

2
απm
x3/2 + 1

x
απm√

x

]

= sin(πm(x − a))
[

−α(πm)2√
x

]

+ 0 = − (πm)2 y(x) = −λy(x). →OK.
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