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8. Tutorium - L6sungen 11.01.2013

8.1 Fuchssche Klasse

a)y’ + 1y + (*:% +A)y=0=y" +dx)y +e(z)y.
—dz)=1e(x)=-L + A

Singuldre Punkte an zy = 0:

ap = limy ., (x — 20)d(x) = limg_o(z — 0)
Bo = lim,_0(z — z0)%e(x) = limz 0 (x — 0)
Charakteristische Exponenten:
folo)=0c(c—1)+oag+By=0=0c(c—1)+0x1—-B=0>-B
= (0 - VB)(o +VB) =0.

—>U1=\/§, 022—\/§-

Vg =

Singulére Punkte um = = oo: Transformation ¢ = 1/x:

w4 pr(E)u + po(t)u = 0 mit p1 = 2 — Ld(1), p2 = Fe().

B ) T

—u + 3+ (B + Z)u=0.

Singuldre Punkte bei t = 0:

Qo = hmt‘)() tﬁl (t) = hmt‘)() t% =1.

ﬁo = hmz_m t2ﬁ2(t) = limt_>0 f2 (_t% + tA“) =-B + limt_,o t%

Bo — oo (irregulérer singuldrer Punkt!)

Aufer: A = 0. Dann ist Sy = —B (regulérer singuldrer Punkt). Fiir A = 0 gilt:
ag =1, fo = —B (wie oben).

HU1:\/§, 02:*\/5-

b)

Ansatz fiir generalisierte Potenzreihe: y(z) = > 7
=y (@) = X L own (n+0) 2"t

y'(z) =30 qwy (n+0)(n+o—1)z"T72
Einsetzen liefert:

VY + (5 +N)y=0=0 2" 2w, [(n+ o) (n+o—1)+(nto) =B+ > 2" w,\
n=0

0 WnT

PR e e R
=3 et 2w, [(n +0)* - B} + Y0 a2 {wn [(n +0)? - B} + wn,QA}.
— wy, {(714-0)2—3} =0 fiir n =0 oder n = 1;
Wy, [(n + 0)2 — B} + Wy—oA =0 fiir n > 2.
2
Fir A =0 und mit 012 = +vB: wy, {(n:l: \/E) — B] =0.
Falls /B irrational ist, kann das nur erfiillt sein fiir wg = C # 0, wp>1 = 0.
2
Fiir 0o = —/B ganzzahlig ist auch w,y 5 = F # 0 moglich, da [(2\/§ — \/E) — B] = 0.
— y1(x) = CaVB, yo(z) = 27 VB baw. yo(x) = 2~ VB (D + ExQ‘/E) falls v/B ganzzahlig. Der Term propor-
tional zu F entspricht aber gerade y (z).

Kombinierte Losung: y(z) = CxVB 4+ Dy—VB,
¢) Binsetzen: y/ (2) = OVBaVB-1DyBrVF1, ' (2) = OVB (VB ~ 1) VB2 DVB (VB +1) 2~ /F-2

1



y'+ iy =By =0=2VB2CVB (VB-1) + CVB - BC|+a VE2[DVE (VB +1) - DVB - BD| =

=0 =0

0.
d) Fiir A # 0 gilt: wg = C # 0, wy =0,

wy, [(n + 0)2 - B} + wp—2A = 0 fiir n > 2. D.h. nur gerade n verschwinden nicht: ws,,, # 0, way,y1 = 0 fiir
m € N.
Wy, = — Wn_2A Wn 2\ _ Wn 2 W2\

("+U)2_B (ni\/E)Z—B _n2:|:2n\/§ - _n(niQ\/E) '
e) Generalisierte Potenzreihe: y(z) = Y07 jw,a”t™.

Vm—1A U —1A ( )
2m(2m:ﬁ:2\/§) 4m(mif)’ y\x

Vergleich mit Bessel-Funktion: v, 1= way, = w, = — of2m,

Auflsen der Rekursion: 4 x 4 x ... x 4 = 4™ = 22m,
m(m—1)(m—2)x...x2x1=ml
- L(m£VB+1)
(m + \/E) (m +VB 1) (i\/_+ 1) = T@EVBiD
(—1)™IT(£VB+1) A

Zi:o VT

" Um = 0 o T (VB A1)
— o ED™T(EVBEDA™  om+vB _ 2°T(£VB+1) oo (-n™ UREMEVE omtVE
y(@) =X m=o 0 2m mIT(mEVB+1) © T 2 m=o mIT (m+vB+1) 22mEVE
—wo
2°I'(+VB + 1)
= wy——————J Vaz).
0 \/X i\/ﬁ( )
Losung: y( ) C’J\/E(\/Xx) +DJ7\/§(\/Xz).
f) Probe:
2m+vB
V(@) = @0 0o (2m = VB) e (F) ?mEVEL
_1\ym 2m+vB
y'(@) = 6o Xy (2m = VB) (2m+ VB 1) - 00— (4 g2mEVB-2,
" 2m++vB
yll + %y/ + ( 2 + )‘) Y= 0= wO Zm 0 mlp((mi)\erl) (@) $2mi\/§—2
x [(Qmi\/ﬁ) (2mi\/§— 1) (Qmi\/_) —B}
2m=++vB
—1)ym
+ i Z ( ) Q mei\/E
Somil(m+vVB+1) \ 2
oo Cym-t (Q)QWLi\/E72x2nLj:\/§—2
m=1 (m_—1)IT(m+vB) \ 2
2 m 2mi\/§
=Wy X ... X [(:I:\/E) - B] + wo 27071021 m (T/\) z2mi\/§72
(S ——
=0
) (71)m<m:|:\/§) 92
x| (2m+VB) — B+ _ —0.
VA

4m2+4my/B+B—B—4m?—4m(£vVB)=0

8.2 Greensche Funktion
a) L, = dz2+2 +1 flx )*2 Loy(z) = f(x).

Ansatz: G(z, ') = 3= [T k)etk@==") g,
und 6(z —2') = % fooo lk(z § )dk einsetzen in

LGz, 2") =(x — '),
(dd—; + 2% + 1) G(z,2') =6(x — 2'),



o [0 ) (G + 245 1) el = oL [ e,
= |7 G(k) ((zk)2 + 2ik + 1) eike=a) gl = L [*°_cikla=a') g},
Vergleich der Integranden: 3

Gk) (k> +2ik+1) =1. = G(k) = —promgT = 7(k1ﬂ_)2.
—ik’(

(Etwas ausfiihrlicher: Fourier-Transformation ffooo dxe z=2') auf beiden Seiten angewandt:

= [* dwe® @=L % qkG(k) (k* + 2ik + 1) ei@=2) = [% dgeit@=a) L [* gfeik(e=a")
— 2 [%dkG(k) (k2 + 2ik + 1)/ dx eF=H)@=e) = L % dk/

— 00 oo
— 00

dx ei(kfk')(zfz') )

o0

278 (k—k') 2w (k—k')
- G(K') (—K? - 2ik' +1) = 1.)

Gz, o) = 3= [T, 5_1’2:_7;2) dk.
Es gibt einen Pol zweiter Ordnung an der Stelle £ = 7. Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, wird
die Integration von —oo bis +o0o durch einen harmlosen Grofskreis entweder oben oder unten geschlossen.
Falls  — 2’ > 0 kann man den Grofikreis oben schliefen (ik = i(Rek + ilmk) = iRek — Imk: Fir Imk >
0 ist der Integrand exponentiell geddmpft). Das Integral ist iiber den Residuensatz als Summe {iber alle
eingeschlossenen Residuen zu berechnen. Fiir x — 2’ < 0 kann man den Groftkreis unten schliefen: hier sind
keine Pole mehr eingeschlossen.
Fiir die Berechnung des Residuums eines Pols n-ter Ordnung verwendet man:
Resy ety imp e peer (5 = ¢)" (k)]
Hier ist die Formel fiir n = 2 anzuwenden;

G(:L', :L'/) = H(:C — ZL'/) {2W1Reskﬁi%%

— H(z — 2')2ni [% limy ;< (k — i)2 2% jkj))}

= H(z —2') 25t {Hmk_,i d%eik(m_””/)} = H(x —2') (—i) [limk_”' etk@=a")i (z — ')

}JrH(z’—z)xO

2w
=H(x — z’)ef(mfml) (x —2') =: Gy(z, o).
b) Homogene Greensche Funktion: Gy = e~ (@=2")
Probe: (b +24L +1) e”@=%) = (=1)%7 (=2 — 2e=(#=2) 4 ===+ — . Ok
Rate: G = e~ @=%) (2 — 2').
Probe: (b + 24 +1) e” @) (2 — o)
= [(—1)26_(5”_5”/) (2 —a') — 2e~ (=2 4 0} +2 [—e_(c”_z/) (x —a')+ e_(z_z/)} +e @) (p—a)y=0

¢) Beitrag der inhomogenen Greenschen Funktion fiir 1 < = < 3:

3
y(x) = flg Gr(z, 2" ) f(2")ds' = / H(z — e @) (z — 2') ada’
1
| S
S
=2z [/ e~ (@=2") dy — 27 e~ (=) 0/ dg!
i/:O -9 |:e—(m—m')x/ j,:1 _ flm e—(z—z/)dx/:|
=9 (60 _ eferl) —9 [eox _ 67171 _ 60 + eferl]
=2z (1 — el_z) -2 [ac —el7* — 14 el_z]
=2—2zel ",
Das erfiillt die Randbedingungen noch nicht:
y(1) =2—2e" =0 #2,
y(3) =2 —6e72 £ 4.
Anpassen der Losung mit Hilfe mit Hilfe zweier beliebiger linear unabhéngigen homogenen Losungen yg (z):
Wiéhle yp1(z) = Gui(z,0) und yg2(x) = Gya(x,0):
y(z) =2 — 2ze' =% + AGy1(z,0) + BGua(x,0)
=2 —2ze!™ + Ae™® + Be .
Anpassen an Randbedingungen:

= 2 e—(z—z/)




)=2=2-2e"+Ae7 '+ Be™' = (A+ B)e™
)=4=2—6e"2+ Ae 3 + Be33.

=—B+2. +0=-2—-6e"2—Be 3+2 2+ Be 33
2;?—5372:634*26.

e) (e +26)

+e3” $+2€1 Tx

Loy(m)=e3""(z—-3)+23 " (—x+2)+2+ e (z—1) =2.

8.3 Separationsansatz

(v + 12+ &) 0@, y.2) = (A +1?) 0, 2).
Ansatz: ®(z,y,2) = 1(x)P2(y)P3(2).

Ganze Gleichung durch & = &;®,®3 dividieren:

& [ue] + 2 [150a] + & [fe) =242

<I)3 abspalten:

2

(}% [y%@@ + (1%2 Ll/ ay@ } —y?= —%3 [%@3} +A=A(x,y) = A(z) = A = const.
— ®L(z) = (A — A) D3(2).
Durch y dividieren, ®5 abspalten:

& [ Zo] =4 L L2 +y=B() = Bly) = B = const.
— 2,01 (z) = BP ()
= 2 P2(y) = (Ay +y* — By?) 2(y).



