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6. Tutorium - Lösungen 29.11.2013

6.1 Multiple Choice Fragen

a) δ(z2 − 1) = δ((z + 1)(z − 1)) = δ(z+1)
|2z| + δ(z−1)

|2z| = 1
2 [δ(z + 1) + δ(z − 1)]. (Ableitung f(x) = z2 − 1;

f ′(x) = 2z)

b) δ(t2 + t) = δ(t(t+ 1)) = δ(t)
|2t+1| +

δ(t+1)
|2t+1| = δ(t) + δ(t+ 1). (Ableitung f(x) = t2 + t; f ′(x) = 2t+ 1)

c) ∇ ·
(

x

r5

)
→ ∂i

(
xi

r5

)
= 1

r5

(
∂ixi
︸︷︷︸

δii=3

)
+ xi

(
∂i

1
r5

)
= 1

r5 3− xi5
1
r6 (∂ir) =

3
r5 − xi

5
r6

xi

r = − 2
r5 (mit xixi = r2).

d) rot (E× x) → εijk∂j (εklmElxm)= εijkεklm
︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

∂j (Elxm)
︸ ︷︷ ︸

(∂jEl)xm+El

(
∂jxm
︸ ︷︷ ︸
δjm

)

= (δilδjm − δimδjl) [(∂jEl)xm + Elδjm]

= δilδjm (∂jEl)xm + δilδjmElδjm − δimδjl (∂jEl)xm − δimδjlElδjm= xj (∂jEi) + δjj
︸︷︷︸

3

Ei − (∂jEj) xi − Ei

= xj (∂jEi)− xi (∂jEj) + 2Ei→ (x · ∇)E− x (∇ · E) + 2E

e) gijBij = gij
(
Aij − 1

2gijA
k
k

)
= Ai

i − 1
2 δii
︸︷︷︸

3

Ak
k = − 1

2A
i
i.

f) BijBij =
(
Aij − 1

2g
ijAk

k

) (
Aij − 1

2gijA
m
m

)
= AijAij − 1

2A
i
iA

k
k −

1
2A

i
iA

m
m + 1

4 δii
︸︷︷︸

3

Ak
kA

m
m = AijAij −

1
4

(
Ak

k

)2
.

BijBmn (gimgjn − gingjm) = BijBij − BijBji =
[

AijAij − 1
4

(
Ak

k

)2
]

−
[

AijAji − 1
4

(
Ak

k

)2
]

= AijAij −
AijAji.

6.2 Distributionen und Delta-Folgen

a) Ja. Folge auf Testfunktion anwenden:

limn→∞
∫∞
−∞ fn(x)ϕ(x)dx = limn→∞

∫∞
−∞

√
ne−nπx2

ϕ(x)dx =

∣
∣
∣
∣

u =
√
nπx

du =
√
nπdx

∣
∣
∣
∣

= limn→∞
1√
π

∫∞
−∞ e−u2

ϕ( u√
nπ

)du → 1√
π

∫∞
−∞ e−u2

ϕ(0)du = ϕ(0) 1√
π

∫∞
−∞ e−u2

du = ϕ(0).

b) Ja: limε→0

∫∞
−∞ fε(x)ϕ(x)dx = limε→0

∫ ε

−ε

(
1
ε − |x|

ε2

)

ϕ(x)dx

= limε→0

[∫ 0

−ε

(
1
ε + x

ε2

)
ϕ(x)dx +

∫ ε

0

(
1
ε − x

ε2

)
ϕ(x)dx

]

=

∣
∣
∣
∣

x = εu

dx = εdu

∣
∣
∣
∣

= limε→0

[∫ 0

−1 (1 + u)ϕ(εu)du+
∫ 1

0 (1− u)ϕ(εu)du
]

=
∫ 0

−1
(1 + u) lim

ε→0
ϕ(εu)

︸ ︷︷ ︸

ϕ(0)

du +
∫ 1

0
(1− u) lim

ε→0
ϕ(εu)

︸ ︷︷ ︸

ϕ(0)

du

= ϕ(0)
[∫ 0

−1 (1 + u)du+
∫ 1

0 (1− u) du
]

= ϕ(0)

[(

u+ u2

2

∣
∣
∣

0

−1

)

+

(

u− u2

2

∣
∣
∣

1

0

)]

= ϕ(0)
[
0 + 1− 1

2 + 1− 1
2 + 1

]
= ϕ(0).

c) F (ϕ) =
∫∞
−∞ δ(ax+ b)ϕ(x)dx =

∫∞
−∞ δ(y)ϕ(y−b

a ) 1ady = 1
aϕ(−

b
a ).

Variablensubstitution ax + b = y, a dx = dy, dx = 1
ady. Integrationsgrenzen bleiben für a > 0 gleich: −∞

bis +∞.

Testfunktion ϕ: Für beliebige Distributionen sollte eine Testfunktion idealer Weise einen kompakten Träger
haben (daher insbesondere im Unendlichen verschwinden) und beliebig oft differenzierbar sein (Testfunktio-
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nen der Klasse I). Für hinreichend konzentrierte Distributionen (wie die Dirac Delta-Distribution) genügt
aber, dass die Testfunktion beliebig oft differenzierbar ist (Testfunktionen der Klasse IV).
d) Für a < 0 ändern sich Integrationsgrenzen:

F (ϕ) =
∫∞
−∞ δ(ax+ b)ϕ(x)dx =

∫ −∞
+∞ δ(y)ϕ(y−b

a ) 1ady = −
∫ +∞
−∞ δ(y)ϕ(y−b

a ) 1ady = − 1
aϕ(−

b
a ).

e)
∫∞
−∞ δ

(
x2 − 4

)
exdx =

∫∞
−∞

[
1
|4|δ (x− 2) + 1

|−4|δ (x+ 2)
]

exdx = 1
4

(
e2 + e−2

)
= 1

2 cosh(2).

Dabei wurde f(x) = x2 − 4 = (x− 2) (x+ 2) und f ′(x) = 2x verwendet.
f) Integral über y: y = −x:

I =
∫ 2

−∞ dxδ(2x2 + 4x− 30)f(x,−x) =
∫ 2

−∞ dxδ (2 (x− 3) (x+ 5)) f(x,−x)
Ableitung des Integranden: 4x+ 4.

I = θ(2− x) f(x,−x)
|4x+4|

∣
∣
∣
x=3

+ θ(2 − x) f(x,−x)
|4x+4|

∣
∣
∣
x=−5

Nur Lösung x = −5 < 2 trägt bei.

I = f(−5,5)
16 = 1

16 [f(−5, 5)] .

g)
∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ δ(

√

x2
1 + x2

2 + x2
3 −R) d3x =

∫ π

0 sin θ dθ
∫ 2π

0 dϕ
∫∞
0 r2drδ(r −R) = 4πR2.

Die Lösung beschreibt den Flächeninhalt einer Kugelschale.

6.3 Maxwell-Gleichungen

a) ∇iEi = 4πρ,
∇iBi = 0,
εklm∇lBm = 4πjk +

∂
∂tEk,

εklm∇lEm = − ∂
∂tBk,

fk = ρEk + εklmjlBm.

b) divj = div
(

1
4π rotB− 1

4π
∂
∂tE

)

→∇kjk = ∇k

(
1
4π εklm∇lBm − 1

4π
∂
∂tEk

)

= 1
4π εklm∇k∇l
︸ ︷︷ ︸

=0

Bm − 1
4π

∂
∂t∇kEk
︸ ︷︷ ︸

4πρ

= − ∂
∂tρ.

Also, Kontinuitätsgleichung: divj+ ∂
∂tρ = 0.

c) divB = 0 → ∇iBi = 0.
→∇i (εikm∇kAm) = εikm∇i∇k

︸ ︷︷ ︸

=0

Am = 0. Ok.

rotE = − ∂
∂tB→εklm∇lEm = − ∂

∂tBk

→εklm∇l

(
−∇mφ− ∂

∂tAm

)
= − ∂

∂t (εklm∇lAm)

→−εklm∇l∇m
︸ ︷︷ ︸

=0

φ− εklm
∂
∂t∇lAm = −εklm

∂
∂t∇lAm. Ok.

6.4 Transformation von Differentialoperatoren

a) ej = a
j
i e

′i =
(
aT
)j

i
e′i.

→
(

ex

ey

)

=

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)(
er

eϕ

)

=

(
cosϕer − r sinϕeϕ

sinϕer + r cosϕeϕ

)

.

Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit a′ zurück:

∂

∂xi
=

∂x′j

∂xi

∂

∂x′j = a′ j
i

∂

∂x′j →
(

∂x
∂y

)

=

(
cosϕ − 1

r sinϕ
sinϕ 1

r cosϕ

)(
∂r
∂ϕ

)

=

(
cosϕ∂r − 1

r sinϕ∂ϕ
sinϕ∂r +

1
r cosϕ∂ϕ

)

.

Kombiniert ergibt das:
∇φ(x, y) = (∂xφ(x, y)) e

x + (∂yφ(x, y)) e
y =

=
(
cosϕ∂rφ(r, ϕ) − 1

r sinϕ∂ϕφ(r, ϕ)
)
(cosϕer − r sinϕeϕ)+

(
sinϕ∂rφ(r, ϕ) +

1
r cosϕ∂ϕφ(r, ϕ)

)
(sinϕer + r cosϕeϕ)
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=
(
cos2 ϕ∂rφ− 1

r sinϕ cosϕ∂ϕφ+ sin2 ϕ∂rφ+ 1
r cosϕ sinϕ∂ϕφ

)
er +

(
0× ∂rφ+ sin2 ϕ∂ϕφ+ cos2 ϕ∂ϕφ

)
eϕ

= (∂rφ(r, ϕ)) e
r + (∂ϕφ(r, ϕ)) e

ϕ.

Nicht-orthogonale Parabelkoordinaten

b) Transformationsmatrix für kovariante Komponenten: a j
i = ∂xj

∂x′i →

(
a 1
1 a 2

1

a 1
2 a 2

2

)

=

(
∂x1

∂x′1

∂x2

∂x′1

∂x1

∂x′2

∂x2

∂x′2

)

=

(
∂x
∂r

∂y
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

)

=





∂(r(1−ϕ2/2))
∂r

∂(rϕ)
∂r

∂(r(1−ϕ2/2))
∂ϕ

∂(rϕ)
∂ϕ



 =

(

1− ϕ2

2 ϕ

−rϕ r

)

.

Basisvektoren: e′i = a
j
i ej.

→ e′1 = a 1
1 e1 + a 2

1 e2 =
(

1− ϕ2

2

)( 1
0

)

+ ϕ

(
0
1

)

=

(

1− ϕ2

2
ϕ

)

.

e′2 = a 1
2 e1 + a 2

2 e2 = −rϕ

(
1
0

)

+ r

(
0
1

)

=

(
−rϕ

r

)

.

c)

g′ij = e′i · e′j →
(

g′11 g′12
g′21 g′22

)

=

(
e′1 · e′1 e′1 · e′2
e′2 · e′1 e′2 · e′2

)

=





(

1− ϕ2

2

)2

+ ϕ2
(

1− ϕ2

2

)

(−rϕ) + ϕr

−rϕ
(

1− ϕ2

2

)

+ rϕ r2ϕ2 + r2



 =

(

1 + ϕ4

4 rϕ3

2

rϕ3

2 r2
(
1 + ϕ2

)

)

.

Nicht-orthogonal, da nicht nur Diagonalelemente besetzt sind. (Orthogonal nur für ϕ = 0, r > 0. Für r = 0
ist Metrik singulär.)
d) Transformationsmatrix für kontravariante Komponenten: a′ = a−1. Invertieren von a:

a−1 =
1

1 + ϕ2

2

(
1 −ϕ

r

ϕ 1
r

(

1− ϕ2

2

)

)

.

Transformation: v′j = a′ j
i v

i =
(
a′T
)j

i
vi = 1

1+ϕ2

2

(
1 ϕ

−ϕ
r

1
r

(

1− ϕ2

2

)

)(
0
1

)

= 1

1+ϕ2

2

(
ϕ

1
r

(

1− ϕ2

2

)

)

.

e)

e1

e2
v

v

v
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f) ej = a
j
i e

′i =
(
aT
)j

i
e′i.

→
(

ex

ey

)

=

(

1− ϕ2

2 −rϕ

ϕ r

)(
er

eϕ

)

=

( (

1− ϕ2

2

)

er − rϕeϕ

ϕer + reϕ

)

.

Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit a′ zurück:

∂

∂xi
=

∂x′j

∂xi

∂

∂xj
= a′ j

i

∂

∂xj
→
(

∂x
∂y

)

=
1

1 + ϕ2

2

(
1 −ϕ

r

ϕ 1
r

(

1− ϕ2

2

)

)(
∂r
∂ϕ

)

=
1

1 + ϕ2

2

(
∂r − ϕ

r ∂ϕ

ϕ∂r +
1
r

(

1− ϕ2

2

)

∂ϕ

)

.

Kombiniert ergibt das:
∇φ(x, y) = [ex∂x + ey∂y]φ(x, y) =

= 1

1+ϕ2

2

[((

1− ϕ2

2

)

er − rϕeϕ
) (

∂r − ϕ
r ∂ϕ

)
+ (ϕer + reϕ)

(

ϕ∂r +
1
r

(

1− ϕ2

2

)

∂ϕ

)]

φ(r, ϕ)

= 1

1+ϕ2

2

[

er
((

1− ϕ2

2

)

∂r −
(

1− ϕ2

2

)
ϕ
r ∂ϕ + ϕ2∂r +

ϕ
r

(

1− ϕ2

2

)

∂ϕ

)

+ eϕ
(

−rϕ∂r + ϕ2∂ϕ + rϕ∂r +
(

1− ϕ2

2

)

∂ϕ

)]

φ(r, ϕ)

= 1

1+ϕ2

2

[

er
((

1 + ϕ2

2

)

∂r + 0× ∂ϕ

)

+ eϕ
(

0× ∂r +
(

1 + ϕ2

2

)

∂ϕ

)]

φ(r, ϕ)

= [er∂r + eϕ∂ϕ]φ(r, ϕ).
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