Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2013W

6. Tutorium - L6sungen 29.11.2013

6.1 Multiple Choice Fragen

a) 6(z2 —1) =6((z+ 1)(z — 1)) = S(f;zr‘l) + 5(|22;‘1) = 106(z+1)+8(z — 1)]. (Ableitung f(z) = 2% — 1;
f'(x) = 22)
D) 8(t2 + 1) = 6(t(t + 1) = oy + AL = 5(¢) + 6(¢ + 1). (Ableitung f(z) = 2 +1; f'(z) = 2t + 1)
) V- (%) =0 (%)= %(8 z;) +; (0i%) = 53— 255 (0ir) = % — ;54 = — % (mit a2, = r?).
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d) rot (E X X) — Eijkaj (EklmEll'm): EijkEklm aj (Ell'm) = (51'15]'771 — 5zm jl) [(8 El) Tm + El(;jm]
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= 5il5jm (8]El) Ty + 5il5ijl5jm - 5im5jl (8JE1) Tm — 6im5lel5jm: Zj (8JE1) + 5jj Ez - (QJEJ) Ty — Ez
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e) gijBij = g% (A 2g”A ) AZ — 1 51 Akk = —lAz
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f) BYBij = (A9 — 59 A%) (Aij — 591 A,) = AV Ay — GAT AN — GAVAT, + 5 6 ARAT, = AT A; —

~~
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BYB™" (gimGjn — ginGjm) = BYB;j — BYBj; = [A”Aij -1 (4%) } - [A”Am 1 (A%) } = AYA;; —
AT A,

6.2 Distributionen und Delta-Folgen
a) Ja. Folge auf Testfunktion anwenden:

U = \/NTT

limy, 00 f_oo fa(z)p(z)dr = limy, o0 f—oo Vne~ p()de = ‘ du = /nmdz

= lim,, oo ﬁ ffooo e‘“Q@(#)du — ﬁ fooo e‘“2g0 0)du = @(O)ﬁ ffooo e~ dy = ©(0).
b) Jai lime 0 2, fu(@)p(a)de = Timeo [°, (1 — &) p(2)da
i [, (24 2) eledte + fi (2 #) eloiis] = | 225
= lime_so [fo (14 u) p(eu)du + [} (1 —u) p(eu)du ]

f (14 u) hm wleu)du + fo (1—wu) hm pleu)du

%/—/ %/—’
»(0) »(0)

0 2
= (0) [ffl (1+u)du+ [ (1 —u)du} — ¢(0) Ku+ ¥ 1) + (u— %,
= ¢(0) [0+1—§+1—§+1] = ¢(0).
= [7 0(ax + b)p(x)de = [7 0 b)%dy =Lp(-2).
Variablensubstitution az —|— b=y, adx = cly7 dm = %dy. Integrationsgrenzen bleiben fiir ¢ > 0 gleich: —oco
bis +o0.

Testfunktion ¢: Fiir beliebige Distributionen sollte eine Testfunktion idealer Weise einen kompakten Trager
haben (daher insbesondere im Unendlichen verschwinden) und beliebig oft differenzierbar sein (Testfunktio-




nen der Klasse I). Fiir hinreichend konzentrierte Distributionen (wie die Dirac Delta-Distribution) geniigt
aber, dass die Testfunktion beliebig oft differenzierbar ist (Testfunktionen der Klasse IV).

d) Fiir a < 0 dndern sich Integrationsgrenzen:

F(p) = [ 8(az + b)p(z)dr = [ 0(y)p(2) Ly = — [T 6(y)e(L2) Ly = — (- 2).

e) [T 6(a® —4)emdn = [T {ﬁé (x—2)+ ﬁé (z + 2)} e®dx = % (e* + e7?) = 1 cosh(2).

Dabei wurde f(z) =22 —4 = (z — 2) (v +2) und f'(x) = 22 verwendet.

f) Integral iiber y: y = —a:

I=[?_ded(2a® + 4a — 30)f(z, —x) = [°_dwd (2(x — 3) (x + 5)) f(z, —x)

Ableitung des Integranden: 4x + 4.
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I=002-a)tEp - 7)o -
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Nur Losung x = —5 < 2 trégt bei.

5,5
1= 5532 = 5 [£(-5.,5)].
g) 7.7 fioo 2? + a3+ 2% — R)d’x = [ sin6do fo% do [° r?drs(r — R) = 4 R?.
Die Lésung beschreibt den Fliacheninhalt einer Kugelschale.

6.3 Maxwell-Gleichungen

a) szz = 47Tp7

V;:B; =0,

Ekim V1 Bm = 47mjy, + %Ek,
tmViEn = —£ B,

fr = pEk + €kim 1 Bm.
b) divj = div (£ rotB — %EE)
—Vijr = Vi (ﬁgklmle 417r atEk)

_ 1 a1

= 2 ermViViBm — =2 Vi Ey
=0 4mp
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Also, Kontinuitatsgleichung: divj + % p=0.
*)VZ' (Eikmvam) = sikainAm = 0. Ok.
——
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rotkE = *%Bﬁeklmle = 7%Bk

—ermVi (~Vim¢ — FAm) = =5 (ekim Vidm)
——kmViVim® — Exim 2 Vidm = —Epim 2 ViAm. Ok.
—_——
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6.4 Transformation von Differentialoperatoren

a)el =alel = (aT)ji e’

- e’ \ [ cosp —rsing e\ [ cosype” —rsinpe?
e ) \ sinp rcosp e? )\ sinpe” +rcospe? |
Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit a’ zuriick:
i _ ozl 9 .y 0 N Oy _ [ cosp —% sin Or _( cos @0y — [ L sin @0,
oxt  Ox* Ozl " Oxl Oy sing  Lcosep Oy sin 0, + - cospd, )’
Kombiniert ergibt das:

Vo(r,y) = (Op(z,y)) e + (Oyd(x, y)) e¥ =
= (cos @0, (1, ¢) — L sin e, P(r, ¢)) (cos pe” — rsin pe?)+(sin pd, ¢ (r, p) + L cos pd,d(r, ¢)) (sinpe” + r cos pe?)




= ((3052 PO, — % sin ¢ cos 0, ¢ + sin? 0, ¢ + % cos @ sin <p8¢¢) e’ + (0 X Opp + sin? 0D, + cos? ga&,,gb) e¥
= (0r¢(r; ) €" + (0,0(r, ) €7

Nicht-orthogonale Parabelkoordinaten

J _ aacj_
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b) Transformationsmatrix fiir kovariante Komponenten: a; = gom
al a2 dz' oz Oy a(r(1=¢%/2))  a(re) 1_ ¢
( 11 12 > — 92T DaT] _ gr ar _ 5 or or — ( -5 ¥ )
p) ) oz Oy 1—p2/2 .
as a, . 2z be Do (r( &f /2)) Bgf) —ro r

Basisvektoren: €] = a,e;.
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Nicht-orthogonal, da nicht nur Diagonalelemente besetzt sind. (Orthogonal nur fiir ¢ =0, r» > 0. Fiir r =0
ist Metrik singulér.)
d) Transformationsmatrix fiir kontravariante Komponenten: a’ = a~!. Invertieren von a:

1 1 —£
(Iil: ) 1 Tﬁ .
1+5 \ ¥ ?(1*2)

_ o . 1 ® 0 ®
. J
Transformation: o'/ = /v’ = (o), o' = ( - (1-%) ) (1)-m% ( H-9) )
e)

~




()0 ()¢ D)
e’ @ r e’ pe’ + re?

Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit a’ zuriick:

o oo 0 (o 1 (1 £ \(o
Oz’ 9x% da7 ' Qad 9y _1+502—2 ® %(1_%) 0y

Kombiniert ergibt das:

Vo(a,y) = [0 + e, 6(z,y) =

=1 ((1 - 9’2—2) e’ — rcpe”) (Or — £0,) + (pe” + re?) (gaﬁr +1 (1 - 4”2—2
S ) P T

+ e (<rp0, + 20, + 100, + (1- %) 0,) | o(r. )

=L [ ((1+9) 0 +0x0,) +e (0x 0, + (1+5) 9,) | 6 %)

1+2° |
= [0, + €Yy, ¢(r, ¥).




