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7. Tutorium - Lésungen 13.12.2013

7.1 Multiple Choice Fragen

a-c) Separationsansatz

(yamz oo+ az) D(z,y,2) = (A +9°) ®(z,y,2)
Ansatz: ®(z,y,2) = 1(x)P2(y)P3(2).
Ganze Gleichung durch ® = <I>1<I>2<I>3 dividieren:

0 —
<I>1 |:y6:n (I)1:| + @2 [y Byq) i| + <I> [62:@3} - )\+y2
<I>3 abspalten:
[yaz @1} + % [y 6y(1)2:| —y? = —%S [£®3] + A = Az, y) = A(z) = A = const.
H‘Pé( )= (A—A) Bs3(2). i
(Altenativ kann die Konstante auch anders gewahlt werden, z.B. — ®4(2) = A®3(z). Es muss nur mit den
nachfolgenden Gleichungen konsistent sein.)
Durch y dividieren, ®5 abspalten:

@1 [ @1}:571%[ 26y<1)2}+y:B(z):B(y):B:const.
— 20, (z) = By(2)

= &®(y) = (Ay +y* — By?) Pa(y)

d) e) f(x) =cos(x)H(z)H(m — x).

f'(x) = —sin(z)H (x)H (7 — x) + cos(x)d(x)H (m — x) — cos(x)H (z)0(m — x)
= —sin(z)H(x)H (7 — x) + §(z) + 6(7 — ).

f'(x) = —cos(z)H(x)H(mr —2) —0—0+6'(z) + &' (7 — ) (—1)
=5 (z—m)

= —cos(z)H(x)H(m —x) +6'(x) + ' (z — )
—f(@) +'(x —7) +6'(2).
(@) = —f'(z) + 6" (& — m) + 6" (x)
n>2: fM(z) = —f=2 4 5= (g — 1) 4 5D ().
f)(4L — w) [H(z)e*™ + H(—z)e™*"]
= 0(z)e*” + H(z)we ™ + §(—x)(—=1)e " + H(—z)(—w)e " —wH(z)e** — wH(—x)e “*
=d0(z) + H(z)we“® — §(z) — H(—x)we ™" — wH (x)e¥* —wH(—x)e “?
= —2H(—xz)we “?
= Qe wT [1 — H(ac)]

7.2 Residuensatz

a) Losungen von 2" 4+ 1 = 0, also 2" = —1: Satz von de Moivre: ¥ = (¢ ) = cos(ngp) + isin(ngp). Rechte
Seite ergibt -1 fiir np = 7r(2N + 1) mit ganzzahligemlN. Dahef p=2(2N+1) mit N = 0.7 1,...,n—1.
Fﬁrn:4hatmanx1:e%:ljg,zgfediﬂ:_\1/'21'1,503:6%:6_4 = \161, 4:(37%16_%:1\/5

b) Da h(z) eine einfache Nullstelle bei = ¢ hat, gilt h(z) ~ (x — ¢)h/(¢) in einer Umgebung von z = c.
Daher:
Resyof(x )( ; Res??cf(z) = Resg_sc Zgz) ~ Resmﬁ,:% = limg . (z —¢) %

= limeose 370 = 7y

Wem das ,,~* zu ungenau ist, der kann h(z) auch in einer Taylor-Reihe h(z) = 0+(z — ¢) ' (c)+ % (z — )’ B (¢)+
.. expandieren und dann die Laurentreihe des Quotienten bilden. Der Koeffizient a_1 = g(c¢)/h’(c) der Lau-

rentreihe f(z) = o7 an(z — ¢)™ ist dann genau das gesuchte Residuum.

n=—oo

M~




¢) Die Pole befinden sich bei e*™/% und e*3™/4. Man kann die oberen zwei Pole wihlen, und den Integrati-
onsweg iiber den oberen Halbkreis schliefen, der keinen Beitrag liefert: Beitrag iiber oberen Halbkreis C mit
x = e, dx = rie*?dy und r grof aber konstant liefert:

i i 1o\ 2 )
fc z2+lf+_bd:c = fow —(Te °) tare erb7’ze“PdsD = fo7T (re™) rie"dp = Z'fo7T Ldy Z20.

(ret) 1 (reie)?
Die Res1duen an den Polen der oberen Halbebene sind
22+az+b _ x’4azx+b _ itae'™ +b
Resm_>61rr/4 441 — Ar3 wpin /4 - Le3in/4
) +az+b T +az+b _ —z+a63”/4+b —z+a63”/4+b
Resm—>531”/4 i1 A3 weBin/a - 4e9im/4 Aeim/4

Schliefen im oberen Halbkreis (positiver Umlaufsinn, daher kein zusétzliches ,-*) ergibt:

00 g2tax+b _ z2+ax+b z2+ax+b
ffoo 47“(11' 211 (Resz—wi"/“ ZI+1 + ReSm_ﬂismM ZI+1

in/4 a . 3im/4 .
z+ae4 +b€ 3171'/4+ l+ae4 +b€ i /4

:27m(

=% [i (5~ 3) rali k)b (S5t )| = 5040,
Alternativ kénnte man den Halbreis auch unten schlieffen, wobei man ein zusétzliches negatives Vorzeichen
flir den negativen Umlaufsinn beriicksichtigen muss.

7.3 Greensche Funktion
a) Lo = —;—; - 3% ~2, f(2) =2, Loy(z) = f(2).

Ansatz: G(z,2') = 5= [*2_G(k)e* === dk

und §(z — a') = 5= [ e*@=7)dk einsetzen in
L, G(m ') = (ac -z )

( —34 2) G(z,2') = d(x — '),

% ffoo G k (_W - 3% - 2) eik(m—m’)dk — % fjooo eik(z—z/)dk7

oL [ G(k) (K? = 3ik — 2) e gk = L [% eik(z=a) g,
Vergleich der Integranden: y
G(k) (k* —=3ik—2) =1. — G(k) =

Gz, 2') = 5= [T, %dk

k2 — 3ik — 2 = (k — 2i) (k — )

Pole liegen bei k = 2i und k = i. Fiir z — 2’ > 0: GroRkreis oben schliefen (ik = i(Rek +iImk) = iRek — Imk:
Fiir Imk > 0 exponentiell gedampft). Zwei Pole liegen im Grofkreis. Fiir z—2" < 0: Grofkreis unten schliefen
(— Vorzeichen). Kein Pol liegt im Grofskreis.

1
k2 —3ik—2"

1 eik(asfa:/) 1 eik(asfa:/)

G(ZL' ZL'/) = H(.CC — SC/) |:27T’Z:ReSk*>2igm + QWZReSkA)zﬁm} — H(ZL'/ — SC) x 0

eik(@— z’) . eik(z—a")
= H(x —2') |2milimy_,2; (k 2@) 5o m + 2mi limy—; (K —4) %m}

2(3: z’) 7(1‘ ')
it

.T/ e~ zz)_e (xz— m):|
b)
Die homogenen Greenschen Funktionen lauten: e~2@=2") ynd e—(@—2),
Randbedingung: G(0,2" > 0) = 0 ist bereits erfiillt.
Allgemein: Homogene Greensche Funktion iiber Ansatz:
G =Gy + Ae 2= 4 Be—(z=2),
G(0,2' > 0) =0+ Ae*® + Be® =0. (I)
G (x,2') = —24¢~2e=7") _ Be=(z—a"),
G'(0,z' > 0) = —24¢%*" — Be® = 0. (II)
Aus (I) und (II) folgt: A =0, B =0.
= G(z,2')=Gr=H(z —2') {672@71/) — ef(xfxl)}.
©)
Losung: y(z fo Ndx' = f da'e=2(x=2")9 _ fw dz'e=(@=2")2



—2(z—a’) |T e—(@—a")|®

2 w0 2 1
=1—e?—2+427
=—1—e"2% 4277

d) v/ (2) :2%: (—1 —e 2 4 26’1) =2¢72% _ 977,

y'(x) = % (-1 —e 2" +2e77%) = —de 2 + 2e7".

Probe der Randbedingungen:

y(0) = =1 — €%+ 2e° = 0.

y'(0) = 2% — 2¢Y = 0.

Probe der Losung:

2 2

(~i -3 —2)y@) = (= -3 —2) (-1 - e +2¢7%)

= — (—4e72" +2¢7") =3 (272 —2e7") =2 (—1— e +2e77)

=472 —2e7% — 6 2 4 67T + 2+ 272 — 4e

=0e 2" +0e % +2=2.
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