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8. Tutorium - Lösungen 20.12.2013

8.1 Multiple Choice Fragen

a) Kugelkoordinaten: x =





r sinϑ cosϕ
r sinϑ sinϕ

r cosϑ



.

e
′
j =

∂xi

∂x′j ei =
∂x
∂x′j .

→ er = ∂
∂rx =





sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ



 , eϑ = ∂
∂ϑx =





r cosϑ cosϕ
r cosϑ sinϕ
−r sinϑ



 , eϕ = ∂
∂ϕx =





−r sinϑ sinϕ
r sinϑ cosϕ

0



 .

Berechnung der Metrik:

g′ij = e
′
i · e′j→

[
g′ij

]
=





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 ϑ



, z.B. er · er =





sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ



 ·





sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ



 = 1, etc.

Determinante: |g′| = det
[
g′ij

]
= 1× r2 × r2 sin2 ϑ = r4 sin2 ϑ.

Inverse Metrik: g′ijg′jk = δik →
[

g′ij
]

=





1 0 0
0 1

r2 0
0 0 1

r2 sin2 ϑ



.

Laplace-Operator: ∆ = 1√
|g′|

∂′
i

(√

|g′|g′ij∂′
j

)

= 1√
r4 sin2 ϑ

∂′
i

(√
r4 sin2 ϑg′ij∂′

j

)

= 1
r2 sinϑ∂r

(
r2 sinϑ× 1× ∂r

)
+ 1

r2 sinϑ∂ϑ
(
r2 sinϑ× 1

r2 × ∂z
)
+ 1

r2 sinϑ∂ϕ
(
r2 sinϑ× 1

r2 sin2 ϑ
× ∂ϕ

)

= 1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ 1

r2 sin ϑ
∂
∂ϑ

(
sinϑ ∂

∂ϑ

)
+ 1

r2 sin2 ϑ
∂2

∂ϕ2

= 2
r

∂
∂r + ∂2

∂r2 + cosϑ
r2 sin ϑ

∂
∂ϑ + 1

r2
∂2

∂ϑ2 + 1
r2 sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2 .

b) Die ausführliche Herleitung ist in Beispiel 8.2 angegeben. Um rasch ohne Herleitung zur Lösung zu

gelangen, ersetzt man im Differentialoperator d
dx → ik: Lx = d2

dx2 − 2ω d
dx + ω2 → (ik)2 − 2ω(ik) + ω2 =

−k2 − 2ωik+ω2 = (ik − ω)
2
. Die Inverse des Differentialoperators im Impulsraum ist dann der Propagator:

G̃(k) = “ eikx

Lxeikx ” = 1
(ik−ω)2

. (Man sollte aber prinzipiell wissen, wie man es Schritt für Schritt herleitet!)

c)
∫∞
−∞

x2−1
x4+2x2+1dx

Beitrag über oberen Halbkreis C mit x = reiϕ = r (cosϕ+ i sinϕ), dx = rieiϕdϕ, ϕ ∈ [0, π] und r groß aber
konstant liefert:
∫

C
x2−1

x4+2x2+1e
ixdx =

∫ π

0

(reiϕ)
2−1

(reiϕ)4+2(reiϕ)2+1
ei(re

iϕ)rieiϕdϕ

r→∞−→
∫ π

0

(reiϕ)
2

(reiϕ)4
rieiϕeri(cosϕ+i sinϕ)

︸ ︷︷ ︸

eir cos ϕe−r sinϕ

dϕ = i
r3

∫ π

0
ei cos ϕ

eiϕ eir cosϕ
︸ ︷︷ ︸

|...|=1

e−r sinϕ
︸ ︷︷ ︸

→e−∞

dϕ
r→∞−→ 0.

Im unteren Halbkreis ϕ ∈ [π, 2π] divergiert der Term e−r sinϕ, somit ist nur der obere Hilfsweg harmlos.

d) e) f) Homogene Laplace-Gleichung:− ~
2

2m

(
2
r

∂
∂r + ∂2

∂r2 + 1
r2 sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2 + cosϑ
r2 sinϑ

∂
∂ϑ + 1

r2
∂2

∂ϑ2

)

Φ(r, ϕ, ϑ) = EΦ(r, ϕ, ϑ).

Ansatz: Φ(r, ϕ, ϑ) = R(r)Φ(ϕ)Θ(ϑ).

Φ(ϕ)Θ(ϑ)
[
2
r

∂
∂rR(r) + ∂2

∂r2R(r)
]

+R(r)Θ(ϑ)
[

1
r2 sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2Φ(ϕ)
]

+R(r)Φ(ϕ)
[

cosϑ
r2 sinϑ

∂
∂ϑΘ(ϑ) + 1

r2
∂2

∂ϑ2Θ(ϑ)
]

+
2mE
~2 R(r)Φ(ϕ)Θ(ϑ) = 0.

Durch R(r)Φ(ϕ)Θ(ϑ) dividieren, mit r2 sin2 ϑ multiplizieren:
r2 sin2 ϑ
R(r)

[
2
r

∂
∂rR(r) + ∂2

∂r2R(r)
]

+ sin2 ϑ
Θ(ϑ)

[
cosϑ
sinϑ

∂
∂ϑΘ(ϑ) + ∂2

∂ϑ2Θ(ϑ)
]

+ 2mE
~2 r2 sin2 ϑ = − 1

Φ(ϕ)
∂2

∂ϕ2Φ(ϕ) = A(r, ϑ) =

A(ϕ) = A = const.

→ ∂2

∂ϕ2Φ(ϕ) = −AΦ(ϕ).
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r2

R(r)

[
2
r

∂
∂rR(r) + ∂2

∂r2R(r)
]

+ 2mE
~2 r2 = A

sin2 ϑ
− 1

Θ(ϑ)

[
cosϑ
sinϑ

∂
∂ϑΘ(ϑ) + ∂2

∂ϑ2Θ(ϑ)
]

= B(r) = B(ϑ) = B = const.

→ cosϑ
sinϑ

∂
∂ϑΘ(ϑ) + ∂2

∂ϑ2Θ(ϑ) =
(

A
sin2 ϑ −B

)
Θ(ϑ).

→ 2r ∂
∂rR(r) + r2 ∂2

∂r2R(r) =
(
− 2mE

~2 r2 +B
)
R(r).

8.2 Greensche Funktion

a) Lx = − d2

dx2 − λ, f(x) = αx, Lxy(x) = f(x).

Ansatz: G(x, x′) = 1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)eik(x−x′)dk

und δ(x− x′) = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk einsetzen in

LxG(x, x′) = δ(x− x′),
(

− d2

dx2 − λ
)

G(x, x′) = δ(x− x′),

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(

− d2

dx2 − λ
)

eik(x−x′)dk = 1
2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk,

1
2π

∫∞
−∞ G̃(k)

(
k2 − λ

)
eik(x−x′)dk = 1

2π

∫∞
−∞ eik(x−x′)dk.

Vergleich der Integranden:
G̃(k)

(
k2 − λ

)
= 1. → G̃(k) = 1

k2−λ = 1

(k−
√
λ)(k+

√
λ)

.

(Etwas ausführlicher: Fourier-Transformation
∫∞
−∞ dx e−ik′(x−x′) auf beiden Seiten angewandt:

→
∫∞
−∞ dx e−ik′(x−x′) 1

2π

∫∞
−∞ dkG̃(k)

(
k2 − λ

)
eik(x−x′) =

∫∞
−∞ dx e−ik′(x−x′) 1

2π

∫∞
−∞ dkeik(x−x′).

→ 1
2π

∫∞
−∞ dkG̃(k)

(
k2 − λ

)
∫ ∞

−∞
dx ei(k−k′)(x−x′)

︸ ︷︷ ︸

2πδ(k−k′)

= 1
2π

∫∞
−∞ dk

∫ ∞

−∞
dx ei(k−k′)(x−x′)

︸ ︷︷ ︸

2πδ(k−k′)

.

→ G̃(k′)
(
k′2 − λ

)
= 1.)

G(x, x′) = 1
2π

∫∞
−∞

eik(x−x′)

(k−
√
λ)(k+

√
λ)
dk.

Beide Pole liegen genau auf der reellen Achse. Um den Residuensatz anwenden zu können, werden die Pole

leicht verschoben, z.B. nach oben1: (k − k1) (k − k2) =
(

k +
√
λ− iε

)(

k −
√
λ− iε

)

mit k1 = −
√
λ + iε,

k2 =
√
λ + iε. Beide Pole liegen nun im oberen Bereich. Für x − x′ > 0: Großkreis oben schließen (ik =

i(Rek+ iImk) = iRek− Imk: Für Imk > 0 exponentiell gedämpft). Für x−x′ < 0: Großkreis unten schließen:
hier sind keine Pole mehr eingeschlossen.

G(x, x′) = H(x− x′)

[

2πiResk→−
√
λ+iε

1
2π

eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

+ 2πiResk→−
√
λ+iε

1
2π

eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

]

+

H(x′ − x)× 0

= H(x−x′)2πi

[

limk→−
√
λ+iε(k +

√
λ− iε) 1

2π
eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

− limk→
√
λ+iε(k + iω) 1

2π
eik(x−x′)

(k+
√
λ−iε)(k−

√
λ−iε)

]

= H(x − x′)
[

i e
i(−

√
λ+iε)(x−x′)

−2
√
λ

+ i e
i(

√
λ+iε)(x−x′)

2
√
λ

]
ε→0
= H(x − x′) 1

2i
√
λ

(

e−i
√
λ(x−x′) − ei

√
λ(x−x′)

)

= H(x −

x′)
− sin(

√
λ(x−x′))√
λ

=: GI(x, x
′).

b) Homogene Greensche Funktion: z.B. GH1 = sin
(√

λ (x− x′)
)

.

Probe:
(

− d2

dx2 − λ
)

sin
(√

λ (x− x′)
)

= (λ− λ) sin
(√

λ (x− x′)
)

= 0. Ok.

Weitere Funktion: GH2 = cos
(√

λ (x− x′)
)

.

Probe:
(

− d2

dx2 − λ
)

cos
(√

λ (x− x′)
)

= 0.

c) Beitrag der inhomogenen Greenschen Funktion für π < x < 2π:

y(x) =
∫ 2π

π
GI(x, x

′)f(x′)dx′ =

∫ 2π

π

H(x− x′)

︸ ︷︷ ︸
∫

x

π

− sin(
√
λ(x−x′))√
λ

αx′dx′

1Alternativ können beide Pole auch nach unten verschoben werden, oder einer nach oben und der andere nach unten. Die so

entstehenden Lösungen unterscheiden sich nur durch homogene Greensche Funktionen, womit die Endlösung nach Anpassung

der Randbedingungen wieder eindeutig wird.
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= −α
λ

[

cos
(√

λ(x − x′)
)

x′
∣
∣
∣

x

x′=π
−
∫ x

π
cos

(√
λ(x − x′)

)

dx′
]

= −α
λ

[

cos (0)x− cos
(√

λ(x − π)
)

π + 1√
λ

(

sin (0)− sin
(√

λ(x− π)
))]

= −α
λ

[

x− cos
(√

λ(x − π)
)

π − 1√
λ
sin

(√
λ(x− π)

)]

.

Für α = λ = 1:
y(x) = −x+ π cos (x− π) + sin (x− π) = −x− π cosx− sinx.
y′(x) = −1 + π sinx− cosx.
Das erfüllt die Randbedingungen noch nicht:
y(π) = −π − π cosπ − sinπ = −π + π = 0.. OK,
y′(π) = −1 + π sinπ − cosπ = 0 6= −1.
Anpassen der Lösung mit Hilfe mit Hilfe zweier beliebiger linear unabhängigen homogenen Lösungen yH(x):
Wähle yH1(x) = GH1(x, π) und yH2(x) = GH2(x, π):
y(x) = −x− π cosx− sinx+AGH1(x, π) +BGH2(x, π)

= −x− π cosx− sinx+A sin (x− π) +B cos (x− π)
= −x− π cosx− sinx−A sinx−B cosx.

y′(x) = −1 + π sinx− cosx−A cosx+B sinx
Anpassen an Randbedingungen:
y(π) = 0 = π + π cosπ − sinπ −A sinπ −B cosπ = B.
y′(π) = −1 = −1 + π sinπ − cosπ −A cosπ +B sinπ = A.
B = 0, A = −1.
→ y(x) = −x− π cosx.
Probe: y(π) = −π − π cosπ = 0.
y′(π) = −1 + π sinπ = −1.
d
dxy(x) = −1 + π sinx.
d2

dx2 y(x) = π cosx.
Lxy(x) = −π cosx− [−x− π cosx] = x.

8.3 Sturm-Liouville-Problem

*) B → B, 2mE
~2 → λ.

a)Lxy(x) = y′′ + 2
xy

′ − B
x2 y

!
= a0(x)y(x) + a1(x)

d
dxy(x) + a2(x)

d2

dx2 y(x).

a0(x) = − B
x2 , a1(x) =

2
x , a2(x) = 1.

→Transformation auf Sturm-Liouville Form Sxy(x) =
d
dx

[
p(x) d

dx

]
y(x) + q(x)y(x)

mit p(x) = e
∫ a1(x)

a2(x)
dx

= exp
(∫

2
xdx

)
= exp (2 lnx+ c) = x2 exp c = x2c̃.

q(x) = p(x)a0(x)
a2(x)

= −x2c̃ B
x2 = −c̃B.

Sxy(x) =
d
dx

(
x2c̃ d

dx

)
y(x)− c̃By(x).

Im folgenden: c̃ = 1: Lxy(x) =
a2(x)
p(x) Sxy(x) =

1
x2

[
d
dx

(
x2 d

dx

)
y(x)−By(x)

]
= 1

x2

[(
x2y′

)′ −By
]

.

Probe: 1
x2

[(
x2y′

)′ −By
]

= 1
x2

[
2xy′ + x2y′′ −By

]
= y′′ + 2

xy
′ − B

x2 y = Lxy(x).

b) Lxy(x) = f(x) = −λy → Sxy(x) = F (x),

F (x) = p(x) f(x)
a2(x)

= x2 −λy
1 = −x2λy.

ρ(x) = F (x)
−λy(x) = x2.

[Sx + λρ(x)] y(x) = 0 ↔
[

d
dx

(
x2 d

dx

)
−B + x2λ

]
y(x) = 0 für x ∈ [a, b].

(Zusammgengefasst: ρ(x) = x2, p(x) = x2, q(x) = −B.)
Sturm-Liouville Transformation:

ξ = t(x) =
∫ x

a

√
ρ(s)
p(s)ds =

∫ x

a

√
s2

s2 ds =
∫ x

a 1ds = x− a → x(t) = t+ a.

w(t) = 4
√

p(x(t))ρ(x(t))y(x(t)) = 4

√

(t+ a)2 (t+ a)2y(t+ a) = (t+ a) y(t+ a).

q̂(t) = 1
ρ

[

−q − 4
√
pρ

(

p
(

1
4
√
pρ

)′)′]

= 1
x2

[

B − 4
√
x2x2

(

x2
(

1
4√
x2x2

)′)′]
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= 1
x2

[

B − x2
(

x2
(
1
x

)′)′]

= 1
x2

[

B − x2
(
x2 −1

x2

)′]
= 1

x2

[
B − x20

]

= 1
x2B = 1

(t+a)2
B.

c = t(b) = b− a.
Liouvillesche Normalform:
− d2

dt2w(t) + [q̂(t)− λ]w(t) = 0 für t ∈ [0, b− a],

− d2

dt2w(t) +
[

1
(t+a)2

B − λ
]

w(t) = 0 für t ∈ [0, b− a].

c) Probe: w(t) = (t+ a) y(t+ a).
d2

dt2w(t) =
d2

dt2 ((t+ a) y(t+ a)) = d
dt (y(t+ a) + (t+ a) y′(t+ a))

= y′(t+ a) + y′(t+ a) + (t+ a) y′′(t+ a)
= 2y′(x) + xy′′(x)

→− d2

dt2w(t) +
[

1
(t+a)2

B − λ
]

w(t)= −xy′′(x)− 2y′(x) + xy(x)
x2 B − λxy = 0.

/(−x)→ y′′ + 2y′

x − By
x2 + λy = 0 = Lxy + λy.

d) B = 0: − d2

dt2w(t) + [−λ]w(t) = 0 . → w′′ = −λw.

Ansatz: w(t) = α sin(
√
λt) + β cos(

√
λt).

y(1) = y(2) = 0 → w(0) = w(1) = 0 → β = 0,
√
λ = πm mit m ∈ N.

→λ = (πm)
2
, w(t) = α sin(πmt).

Eingesetzt in y(x) = y(t+ a) = w(t)
t+a = w(x−a)

x : y(x) = 1
xw(x − a) = 1

xα sin(πm(x− a)).
Probe: y′(x) = − α

x2 sin(πm(x − a)) + απm
x cos(πm(x − a))

y′′(x) = 2 α
x3 sin(πm(x − a))− απm

x2 cos(πm(x− a))

−απm
x2 cos(πm(x − a)− α(πm)2

x sin(πm(x− a))

→ y′′ + 2
xy

′ = sin(πm(x− a))
[

2 α
x3 − α(πm)2

x − 2
x

α
x2

]

+cos(πm(x − a))
[
−2απm

x2 + 2
x
απm
x

]

= sin(πm(x − a))
[

−α(πm)2

x

]

+ 0 = − (πm)2 y(x) = −λy(x). →OK.
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