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8. Tutorium - L6sungen 20.12.2013

8.1 Multiple Choice Fragen
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b) Die ausfiihrliche Herleitung ist in Beispiel 8.2 angegeben. Um rasch ohne Herleitung zur Losung zu

gelangen, ersetzt man im Differentialoperator - — ik: £, = d; — 2w 4 w2 5 (ik)? - 2w(ik) + w? =

—k? — 2wik +w? = (ik — w)2. Die Inverse des Differentialoperators im Impulsraum ist dann der Propagator:
G(k) = « ;1:;-@ "= (ikiw)z. (Man sollte aber prinzipiell wissen, wie man es Schritt fiir Schritt herleitet!)
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Beitrag iiber oberen Halbkreis C mit x = re!? = r (cos ¢ + isinp), drv = rie’?dy, ¢ € [0, 7] und r groR aber
konstant liefert:
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Im unteren Halbkreis ¢ € [, 27] divergiert der Term e~"5n%, somit ist nur der obere Hilfsweg harmlos.
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d) e) f) Homogene Laplace-Gleichung;: —f—m (T = + aar + = S11n2 - &;;2 + Tgt:fﬂ 2+ T12 66192) O(r, p,9) = E®(r, ¢, 9).
Ansatz: ®(r, ¢, ) = R(r)®()O(9).

D(p)O(9) |2 & R(r) + £z R()| + R()OW) | rskay i ®()]| + RIND(p) |52 5O0) + 5 20(9)] +

o
“BER(r)®(0)O(0) = 0.
Durch R(r)®(p)O () dividieren, mit 72 sin® ¢ multiplizieren:
Cend (20 R(r) + £ R(r)| + B2 [ 20(0) + Z:009)] + 232 sin® 9 = — 55 5 0(p) = A(r,0) =
A((p) = A = const.
= 252 8(p) = —A2(p).
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o [2R0) + %R(r)} +E = A - ol [922.5009) + £70(9)] = Br) = B) = B = const.
— 8 6196( )+ aw@( ) = (sir114219 — B) ©(9).
= 2r 2 R(r) + 2 25 R(r) = (—22E¢2 4 B) R(r).

8.2 Greensche Funktion

a) L, = —4& A \ f(e) = oz, Ley(e) = J(x).
Ansatz: G = [~ G(k)eF@=2")qf,
und 6(z — 2') = &= f Zk(m x )dk einsetzen in

L, G(m ') =0(x — )

( ) Gla,a') = §(x — '),

( a4 )\) ik(z—a’ )dk? _ Lﬂ' fi’ooo eik(z_z/)dk7

+ f G (k2 ) ik(z—x )dk _ ffooo eik(zfz’)dk.

\[erglelch der Integranden:
G(k) (k* — )\) =1 - Gk = k?lf)\ =

1
(k=) (k+VX)
(Etwas ausfiihrlicher: Fourier-Transformation [ dx e~ (@=2") guf beiden Seiten angewandt:
— [% dwem ¥ @) L% qeGk) (k2 — ) eF@me) = [%0 dgem i @ma) L % greik(e—s"),
— o= [ dkG(k) (K - )\)/ da =R @=al) — L o0 dk/ do et k=F)(@=a")
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Beide Pole liegen genau auf der reellen Achse. Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, werden die Pole

leicht verschoben, z.B. nach oben': (k — k1) (k — ko) = (k VA ie) (k - z's) mit ky = —V/ + i,
k2 = VX + ie. Beide Pole liegen nun im oberen Bereich. Fiir # — 2/ > 0: Grofkreis oben schliefen (ik =

i(Rek+iImk) = iRek — Imk: Fiir Imk > 0 exponentiell gedampft). Fiir z — 2’ < 0: GroRkreis unten schliefen:
hier sind keine Pole mehr eingeschlossen.
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H(x' —x)x0

eik(z—a’) cik(e—a’)
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:H(xfx’){z 7 +1 ey } = H(z—z’)ﬁ(e VA (z=a') _ givA( )) = H(z —
’ —sin(ﬁ(z—z/))

x') 7 =: Gr(z,2’).

b) Homogene Greensche Funktion: z.B. Gy = sin (\/X (x — x’))

Probe: ( d; - )\) sin (\/X(:c - :c’)) = (A —))sin (\/X(:c - x’)) = 0. Ok.
Weitere Funktion: G go = cos (\/X (x — z’))

Probe: (—j—; - )\) oS (\/X (x — x’)) = 0.

¢) Beitrag der inhomogenen Greenschen Funktion fiir 7 < x < 27
2m . ’
— sm(\/X(z—z ))

= f7r27r G](;L',;L'/)f(:c’)d;c’ = H(:L' 7$/)Taz/dz/
N
Iy

1 Alternativ kénnen beide Pole auch nach unten verschoben werden, oder einer nach oben und der andere nach unten. Die so
entstehenden Losungen unterscheiden sich nur durch homogene Greensche Funktionen, womit die Endlésung nach Anpassung
der Randbedingungen wieder eindeutig wird.



— [cos( z—z’)) ! I/ — [ cos (\/X(xfx’)) dz’}
-5 [cos x — CoSs (\/_(ac - 7T)) T+ % (sin (0) — sin (\/X(x - F)))}
=-¢ [ac — o8 (\/X(x — 7T)) T — % sin (\/X(x — F))}
Fira=A=1:
y(z) = —z+7mcos(x — ) +sin(x — 7) = —x — wcosx — sin .
y'(x) = -1+ 7msinz — cosx.
Das erfiillt die Randbedingungen noch nicht:
y(r) = —m —wcosm —sinm = —w + 7 = 0.. OK,

y(m)=—-1+msinm —cosm=0# —1.
Anpassen der Losung mit Hilfe mit Hilfe zweier beliebiger linear unabhéngigen homogenen Losungen yg (x):
Wiéhle yp1(z) = Gui(z,7) und yga(x) = Gua(z, 7):
y(x) = —x —mcosx —sinx + AGm1(z,7) + BGa(x, ™)
= —z—m7cosx —sinx + Asin (x — w) + Bcos (z — )
= —x—mcosx —sinx — Asinxz — Bcosz.
y'(x) = —1+msinx — cosx — Acosx + Bsinz
Anpassen an Randbedingungen:
y(r)=0=m+mcosm —sinm — Asinm — Beosm = B.
y(r)=—1=—1+msinm —cosm — Acosm + Bsinm = A.

B=0A=—1.
—y(x) = —x — wcosz.
Probe: y(7) = —m — wcosm = 0.

—1+7wsinm = —1.
—1+ mwsinx.

( ) =
Ey(@) =
y(ac = TCos .
2y(x) = —mcosx — [—x —weosz| = x.

8.3 Sturm-Liouville-Problem

*) B— B, 21
a)Loy(x) =y + 2y — By = ag(@)y(x) + a1 (2) Ly(z) + az(z) Loy ().

ap(z) = —I%, ay(z) = %, as(z) = 1.

—Transformation auf Sturm-Liouville Form S,y(z) = 4= [p(z)-L] y(z) + q(z)y(z)
a1(x) 4

mit p(x) = o) m@de = =exp ([ 2dz) =exp(2Inz + ¢) = 2? expc = z%C.

q(x) = p(x)zzgmg = —xQCZ% = —¢B.

Spy(x) = 4= (22¢45) y(x) — EBy(x).
Im folgenden: ¢ = 1: L y(x) = ';2(—(;))8134(,@) = ;2 [d‘i (m2 d‘i) y(x) — By(ac)] = 2 [(x y) - By]
Probe: % [( 2y) — By} o 20y + 2%y — Byl =" + 2y — Jy = Lay().

b) Loy(z ()=—)\y - Spy(z) = F(z),

)=
F(x ) p(x )az(z) =z {\y = —2%\y.
F(x

p(z) = —A;(;) = 7.

[Se + Mo(x)]y(x) =0 [d‘i (224) — B+ 22\ y(z) = 0 fiir = € [a,b].
(Zusammgengefasst: p(z) = 22, p(z) = 22, q(z) = —B.)
Sturm-Liouville Transformation:

fzt(m):fa\/p(s)d —fz\/gds:famlds:x—a — z(t) =t +a.

p(s)

= /n( Ny(z V(t+a) (t+a)y(t+a) = (t+a)y(t+a).
(t) =% [—q— c/p_p(p(y—;—p)/)] =5 B—W(ﬁ(%gﬁ)')]
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c=t(b) =
L10121V1Hesche Normalform:
—Lzw(t) + [4(t) — A w(t) = 0 fiir t € [0,b— a],
—wlt) + [k B~ N wit) =0 fir t € 0,5~ ]
) Probe: w( )=(t+a)y(t+a).
Low(t) = L ((t+a)y(t+a)) = & (y(t+a) + (t +a) y'(t + a))
=y (t+a)+y(t+a)+(E+a)y’(t+a)
= 2/(0) + 2y (@)
%f%w(t) + [(H )2B /\} w(t)= —zy"(x) — 2y'(z) + %(QI)B — Azy = 0.

/e //+11L By 4 \y=0=Loy+ \y.

d) B =0: d;w(t) F=Nwl) =0 . = w" = —Aw.

Ansatz: w(t) = asin(v/At) + B cos(V/t).

y(1) =y(2) =0 = w(0) = w(l) =0 = B =0, VA =mm mit m € N.
== (mm)?, w(t) = asin(rmt).

Hm| — &m| —
U:J

(t+a>2

Eingesetzt in y(z) = y(t +a) = ;’Jﬁl) = W y(z) = Lw(z — a) = Tasin(rm(z — a)).
Probe: y'(z) = — %z sin(mm(z — a)) + % cos(mm(z — a))
y"(x) = 25 sin(mm(z — a)) — <4 (7rm(:c —a))

— AT cos(mm(x — a) — a(wm) sin(rm(x — a))
—y" + 2y = sin(rm(z — a)) {29% - O‘(WTW — %%}

+ cos(mm(z — a)) [—2952 4 2omm ]

= sin(rm(x — a)) [ M} +0=—(7m)*y(z) = —Ay(z). »OK.



