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9. Tutorium - L6sungen 10.01.2014

9.1 Multiple Choice Fragen

a) Die ausfithrliche Herleitung ist in Beispiel 9.3 angegeben. Um rasch ohne Herleitung zur Losung zu
gelangen, ersetzt man im Differentialoperator - — ik: £, = (& —1) (j—; - 1) = (ik —1) ((ik)2 = 1) =
(ik — 1) (ik — 1) (ik + 1) = (ik —1)* (ik+1) = (ik +1) (ik — 1)%. Die Inverse des Differentialoperators im

ik

Impulsraum ist dann der Propagator: G‘(kz) = ‘o = (ikfl)(lkal) = (ik+1)éik—1)2' (Man sollte aber

prinzipiell wissen, wie man es Schritt fiir Schritt herleitet!)

b) Fiir die Berechnung des Residuums eines Pols n-ter Ordnung verwendet man:

n—1

Resgocf(k) = W limg e = [(k — )" F(k)]-
Hier ist die Formel fiir n = 2 anzuwenden.
Der Weg kann oben oder unten geschlossen werden. Wahlen wir den oberen Weg mit Doppelpol bei x = i:

[e%s) 1 _ . ) 1 _ 211 . d o 2 1
e mdm = 27mResgC_”7@5“)2(%_”2 = 2mi4y lim,y; o [(ac i) e

ﬁ} = 2mi lim, 4 (:Hj)g = _S‘gi = 7.
c) Beitrag iiber oberen Halbkreis C mit @ = re® = r(cos ¢ +ising), dr = rie*?dyp, ¢ € [0,7] und r grof
aber konstant liefert:

Jo 75dx = [ = rie’?dy

= fo rew L _riet?dp =i fo dp = im.

d) Beitrag iiber oberen Halbkreis C mit # = re® = r(cosp +ising), dz = rie*?dyp, p € [0,7] (oder
¢ € [m, 27 fiir den unteren Halbkreis) und r grofs aber konstant liefert:

= 2mi limg _,; % [
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Im oberen Halbkreis ¢ € [0, 7] divergiert der Term e”*"¥ fiir grofie 7, aber im unteren Halbkreis ¢ € [, 27]

verschwindet er, somit ist nur der untere Hilfsweg harmlos.
0 sin 1 —eTi® 1 oo im 1 oo e—im
e) f—oo Hd'r—f—ooz ze ; dx_Zf—oo :ffzdx_z —00 e:bfidx'
Fiir das erste Integral wird der Integrationsweg oben geschlossen, fiir das zweite Integral unten. Nur das
erste Integral umschliefst elnen Pol und liefert einen Res1duumsbeltrag

ix
gt —gel=1,
I’L e

ffooo S;lf = —27TzReszﬂz =7 limg,; (v — %)
f) Ansatz: ®(z,y,2) = ®1(x )@2( VP3(2).
Ganze Gleichung durch ® = &, ®,®P3 dividieren:
20 & [20:)] +od [20] + & [Zes] =a+ =
®3 abspalten:
4% [6%@1] <I>L2 [%‘I’Q} + xc}% [6%@2} —r = _<I>13 [6z2 @3} +z=A(x,y) = A(z) = A = const.
— ®Y(2) = (z — A) P3(2).
Umformen, ®, herausheben:
9 _
(& [20]+a} & [0 =a+a
lelte g

e =25 = B(z) = B(y) = B = const.

= & ®a(y) = FPa(y).
— 2&i(z) = [B(A+z) — 2] 1().




9.2 Fuchssche Klasse

a) y"’ + %y’ + (*:% + )\) y=0=19y"+d(z)y + e(z)y.
—d(x)=2e(x)=-5 + A

Singuldre Punkte an zy = 0:

ap = limg_yz, (x — x0)d(x) = limy_o(z — 0)% = 2.

Bo = limy ., (x — m0)?e(z) = lim, o (x — 0) ( ) -B.
Charakteristische Exponenten:
folo)=c(c—1)+oay+Bo=0=0c(c—1)+0x2—-B=0?+0—B.

0172:7%i1/%+B.
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— 01 = 5

, 02 =
Singulére Punkte um = = oo: Transformation ¢ = 1/x:

W Pt paltyu =0 mit 7y = 7= wd(7), b2 = ().

=P = 2tf0,p2 & (- Bt2+A) -84+ 4

—>u”+0u —|—( = +t4)U—O.

Singuldre Punkte bei ¢t = 0:

Qo = hmt‘)() tﬁl (t) == hmt‘)() 0=0.

ﬂo = hmt‘)() t2]§2(t) = 1imt*>0 t2 (*t% + t%) =-B + limtﬁo tAZ

Bo — oo (irreguldrer singulirer Punkt!)

Aufer: A = 0. Dann ist Sy = —B (regulérer singulirer Punkt). Fiir A = 0 gilt:
ap =0, B =—B.

Charakteristische Exponenten:
folo)=c(c—1)+oag+Bo=0=0(c—1)+0x0—-B=0?—0—B.
Ulgzéi\/i—l—B.
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Ansatz fiir generalisierte Potenzreihe: y(z) = Y7 ( w,z" .
=y (x) = Yolowa (n+0) 2™l

y'(x) =30 qwy (n+0)(n+o—1)z"T72

Einsetzen liefert:

v+ 2+ (E ANy =0= 00 ey (04 0) (nt o — 1)+ 2(n+0) - ZW”

, 02 =

ZZ,O:Q T 2w, oA
=3 et 2w, [(n +0) +(n+o)— B} + Yo a2 {wn {(n +0)+(n+0)— B} + wn,QA}.
— Wy, [(n+a)2+(n+o)fB} =0 fir n =0 oder n = 1;
wy, [(n+0)2+(n+o) fB} + wp_2A =0 fiir n > 2.

2

Fiir A =0 und mit 015 = —1 + /2 + B: w, [(nai,/ +B) +(n-1%/1+B) B] = 0.
n(n++v1+44B) =0.

Falls v/1 + 4B nicht ganzzahlig ist, kann das nur erfiillt sein fiir wy = C' # 0, wy,~1 = 0.
Fir o = —1 — /1 + B = —m ganzzahlig (d.h. B = m(m — 1)) ist auch n = v/1+ 4B = 2m — 1 méglich
und somit way,—1 = W ATIE = FE # 0 moglich.
= y(x) = Ca 2 TVitB = Cgm=1 yy(z) = Da—2 Vit = Da=™ bzw. yo(z) = 2™ (E + Fa?™~1) falls
—m ganzzahlig. Der Term proportional zu F' entspricht aber gerade y; (z).
Kombinierte Losung: y(z) = Cz™ 1 + Dz=™ = Ca~2tVi+B 4 Dg=3-VithB,

c¢) Einsetzen: y'(z) = C (7% +4/3 + B) 23 VitB L p (7% \/7
y'@=C(-3+/5+B) (-1 +B) e EVIPD (- F) (_5 : m) VT
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:C(1+B—2./i+B)x—%+v%+B+D(1+B+2 i+B)x—%— B,
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=0

—_

+$_%_V itBD —0.

d) Fiir A # 0 gilt: wg = C # 0, wy =0,
Wy, [(n+0)2 +(n+o)— B} + wp_oA = 0 fiir n > 2. D.h. nur gerade n verschwinden nicht: ws,, # 0,

Wom41 = 0 fir m € N.
Wn—2\ _ Wy —2A Wy —2 A\

(n+0)%24+(n+o)—B 7(71 14 4+B) (n——i\/—) n(ni\/m)
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Wy = —

e) Generalisierte Potenzreihe: y(z) = Y07 jw,z7 ™.
Um—1A _ Um—1A

B ViTiE) ~ im(miy/5r) V) T Lo U

o+2m

Vergleich mit Bessel-Funktion: v, := wa,, = w, = —

Auflésen der Rekursion: 4 x 4 X ... x 4 = 4™ = 22m,
m(m—1)(m—2)x...x2x1=ml
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= @oj_%im(ﬁx)-
Losung: y(z) = ijéJr\/ﬁ(\/Xm + Dj,%,m(ﬁx)-

f) Probe:
y(x) = woj _ 1:t\/— \/Q\f im )
2m++/L1+B
— =nm VA E 2m+4/14+B-1
= %o 2\/_ Y=o mID(m4/14+B+1) ( ) . ) *
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9.3 Greensche Funktion

= 6 —Q, Ewy(‘r)

= f(z).
) dk

Zk(m z )dk einsetzen in

a) Kzzdd—;—(a—ﬁ) —af, f(x)
Ansatz: G(z,2") = &= [ G(k)et@-

und §(z — 2') = 5 f

Ly G(x ') =0(z — x)

( —( —B) L —a ) (ac ') =060(z—2a'),

d2
c0) (5
gﬁmG (<>—<
Vergleich der Integranden:
G(k) (=K — (a — B)ik — aB) = 1.

- G(k) =

(Etwas ausfiihrlicher: Fourier-Transformation ffooo

aﬁ) eik(@—a") gp. — * fjooo eik@—2") g
- 6) ik — ) HE )l = oL [ Rk,

1 _ 1
—k2—(a.—,€3)ik—a5 T —(k+ia)(k—iB) "
dx e~ (

z=2') auf beiden Seiten angewandt:

= [2 dwe @) L (% qkG(k) (—k? — (a — B) ik — afB) e*@=2) = [* dge~ k(=2 L [ gleiklz—a’),
= o= [2 dkG(k) (—K> — (o — B) ik — af) / dx eik=F)(@=a’) — L o0 dk/ da k) @ =a),
2w (k—k') 215 (k—k')
— G(K) (—k? — (= B) ik’ —af) =1.)
fe's) eik(mfm/)
Glo,2") = 57 [T, —hrio) (iig) Ok
Es gibt einen Pol an der Stelle £ = —ia und einen an der Stelle £ = ¢5. Um den Residuensatz anwenden zu

kénnen, wird die Integration von —oo bis +00 durch einen harmlosen Groftkreis entweder oben oder unten
geschlossen. Falls z — 2’ > 0 kann man den Grofkreis oben schliefen (ik = i(Rek + iImk)
Fiir Imk > 0 ist der Integrand exponentiell geddmpft). Das Integral ist iiber den Residuensatz als Summe
iiber alle eingeschlossenen Residuen zu berechnen. Fiir x — 2’ < 0 kann man den Grofkreis unten schliefen.

Hierbei ist der negative Umlaufsinn zu berucksmhtigen

G(z,2'y=H(xz —1a) {QMReskﬁw 5o

(ki Fio) (o 1,6):| + H(a'

gik(z—a’) cik(@

-

. gik(@—a’)
= H(ZE — :E/)2ﬂ"l, [llmkﬁzﬁ( Zﬂ) o W} H(ZE — ZL')27T'L |:hmk‘; Za(k + 'LO&) 1
xi e=Pl—=") xi e®@=a")
=H(z - $/)22_7r “iB—ia H(a' — x)Qz_w iatiB
e~ Pla—a") e @=a")
=-H(z —2)—5— - H(@' — )5 =: Gi(z, ).

b) Homogene Greensche Funktion: Gy = e~ Bla—a’),
Probe: (dﬂ —(a—p) £ - aﬂ) e Pa=a) = (—B)2e=Pl=2) 4 (a — B) BePle=2) — aBe=Fle=) = .

Rate: Gga = ecla—=a’),
Probe: (dTZQ —(a—p) % —

-« ea(m z') _ (Oé _ ﬂ) aea(zfz )

aﬁ) e(@—

z')
— aﬂeo‘(mﬂc,) =0.

¢) Beitrag der inhomogenen Greenschen Funktion fiir 1 < = < 3:

1 =
27T’LReSk~> fXe% v m}

gik(z—a’)

)

(k-l—wz)(k

= tRek — Imk:



2 , 2 o
y(z) = f12 Gi(z,z") f(2")da' = 7/1 H(x — z/)eﬂ(;im Lody’ — /1 H(z' — x)¢5—2dz’

—— ——
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oy L EE ()

— %62—21 4 261—2 —1.
Das erfiillt die Randbedingungen noch nicht:
y(1) = %(32’2 4+ 272 1= ,% + %efl %,
y2)=ge* M+ 2?2 -1 =Je 2 — L # 5.

Anpassen der Losung mit Hilfe mit Hilfe zweier beliebiger linear unabhéngigen homogenen Losungen yg ():
Wiébhle z.B. ygi1(x) = Ggi(x, 1) und ypa(z) = Gua(z,2):
y(x) = %62_25” + 26772 — 1+ AGy1(z,1) + BGa(z,2)

— 16272x 4 56172 -1 + A€72x+2 +B6172

= ZAJF 3)e* 2+ (B+2)e" 2 - 1.
Anpassen an Randbedingungen:
y)=L=(A+1H)+(B+3)e'2—
Lo(arh e+ (B3

1=A-2+ (B
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