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1 Greensche Funktion [30 Punkte]
a)[10] Gleichung fiir die Greensche Funktion : (dd—; —24 4 2) G(z,z') = 6(x —1')
Fourier-Entwicklung : G(z,2') = (2m)~! [*_ G(k) etkle=a") g
1 ee ~ ’ / 1 e /
Ersetzung in der Gleichung : o / (=K% = 2ik + 2)G (k) e* == df; = 2—/ eF@=2) g
T J oo T J oo
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Fourier-Transformierte Greensche Funktion : G(k) = o3
b)[20] F Transf Ie / 1o eikle=a) e 1 [ cik(z—a") .
ier- o t‘ . o ey B
/120 Fourier-Transformation : Gi(e. =) = =5, /, k2 + 2ik — 2 2m /,oo (k+14d)(k—1+1)

Zwei Pole liegen in der unteren Halbebene der komplexen Zahlen und kein Pol liegt in der oberen Halbebene.
Mit Hilfe des Residuensatzes (Integrationspfad : oberer Halbkreis fiir # > 2’ und unterer Halbkreis fiir < 2’)
ergibt sich

C . s 1 e eik(w—w') " il . eik(w—w') - eik(w—z/)
1@,e) = (m_x)%/_m(k+1+i)(k—1+z‘) = H@ =) m mms i im
i(1=D(e=a)  gi(-1-i)(z—a’) L
= H(:E/ — ) (ie 5 - ie . ) _ H(xl B x)%eg;fm (ez(wfw ) _ iz ))

= —H(z' —2)e* " sin(z — 2')

Randbedingungen : G;(0,2') = —H (z')e* sin(—z') # 0

G7(0,2") = 6(2")e ™ sin(—a') — H(2')e™™ sin(—a’) — {{(x’)e*“" cos(—z') #0

Homogene Greensche Funktion : z.B. Go(z,2') = *~% sin(z — 2')

%Go(x, x') = er = sin(x — ') + e cos(z — '), JL;/GO(:U, x') = 2er—' cos(z — ') = L,Go(z,2') =0
G(z,2') = Gr(z,2') + Go(z,2') = (1 — H(2' — x))e™ ™ sin(x — a’)

Randbedingungen : G(0,2") = (1 — H(2'))e™™ sin(—a’) = 0 wenn 2’ > 0.

G'(0,2') = 6(a)e ™ sin(—z') — (1 — H(a'))e * sin(—2') — (1 — H(a'))e ™ cos(—z') =0 wenn z > 0

2 Differentialgleichung [30 Punkte]

a)[6] Separationsansatz : U(x,y) = u(r)v(0)
Differentialgleichung :

Gagan Lo % ) uru(®) = ~du(r)o(o)

u(r u(r) 0%v
— 1}(19)12 (ra ( )) + (r) 9°v() + %u(r)v(@) = —u(r)v(h)

ror or r2 002 r
r 0 [ Ou(r) 1 0%v(0) 9
- u(r) or <T or ) + v(0) 002 At =2
r 0 [ Ou(r) 2 9%v(0)
- u(r) or (T or ) AT v(0) 062 2=4
o [ Ou(r) 5 0*v(0)
— r5 "o, ) + Arfu(r) — Au(r), 502 (A+2)v(0)
0?u(r) ou(r) 9%v(0)
2 2 _ _
— > +7r o + (Ar® = A)u(r) =0, 502 (A+2)v(0).
b)[6] Differentialgleichung : u”(r) + u/(r) + (A — A/r?)u(r) = 0.
ag = lim,_,q 7"% =1, Bp = lim,,or*(A\ — A/r?) = —A — x = 0 ist ein regulirer singulirer Punkt.



¢)[18] Ansatz (Entwicklung am reguliren singuliren Punkt z = 0) : u(r) = > 5o, wyrk+e
W(r) = 52 ok + oyt o]

u’(r) =32 ok + o)k + o0 — Dwrkto—2

Ersetzung des Ansatzes in die Differentialgleichung:
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(k+0)(k+ 0o — Dwprke —|—Z k+ o)wprkte +ZWk ot Zwkr
=0 k=0 k=2

oc—1)+0—Dwez’ + (oc(c+1)+0o+1— 1wz’

l

+> [((k+o)(k+0o—1)+ (k+0) — Dw + Awy_o] r¥T7 =0
k=2

— (02 — Dwer? + ((o + 1)2 — Dwyro ™ + i [((k + 0)2 — Dwy + wk_g] rte — ¢
k=2
— (P =Dwy=0, (c+1)>=Dw, =0, (k+0)*=Dwp=—wp_o

Weil wg =1 und o > 0 gilt 0 = 1 aus der Bedingung (0% — 1)wg = 0.
((U+1)2—1)w1=3w1:0—>w1:0

Rekursionsrelation : wy = —mwk,g — wy, = 0 fiir ungerade k.
Wenn k = 2n,
B 1 AR 1 1\
Won = 4n(n + 1)w2(n,1) -\ 4) nn—1)(n+ 1)nw2(n72) U 4) nl(n+1)

3 Multiple Choice Fragen [40 Punkte, 4 Punkte je Frage]

1) E [ atem  de = /2 [ (ta) e Aadt = 53 [T 32e Tt = A [T 2etdt =
2= (3/2)0(3/2) = 5= (3/2)(1/2)0(1/2) = 52
2) 2L [T Py (cos6) (13— 120089) 1/2 gin gdo = 2L f P, ()
23 22)V2de = 21 1 P (2)((2/3)? — 2(2/8)0) V2 = &

(3)" = 55

Sturm-Liouville-Problem

£ (@) 45) y(w) = Mp(@)y(w) = ple) L=y(x) + ' (2) fy(@) = Ap()y()

(o 0)(k+ 7 = D™ + 3+ 0)wnr + S w4 = 5wkt =

=m10/2) =

(13—122) " V2de = 2L [1 P, (2)(32 +2%—

Vergleich mit der angegebenen Differentialglelchung ? )/p(x) = a1(x)/az(x) und Ap(x)/p(x) = f(z)/az(x)
©) g

ay(z)
Integration der 1. Gleichung nach z : logp(z) = [ Z;Et) w — p(z) = o) Ede
T T ay (= )dx
Mo(x)y(x) = p(z) L = Lk el o
3) palz) = of ThEd _ glog(1-a%) — 1 _ 2

alternative Losung : Wenn pa(z) =1 — 2%, £ (p(z)L) = (1 - x%% -2z
1) pa(@) = 5 1tE (1 —a?) =1

Ay(z) 1—22
5) pB( )_ 2[xdm:efw2.
alternative Losung : Wenn pa(z) = e~ 4 (pa) L) = e’ (j—; — 2;1:%),
6) pp(7) = s My(z)e ™™ = e
) T() =3 =
8 T(5/2) = (3/21(3/2) = (3/40(1/2) = 3/)7
0) [D(1+ ) = (1 + )01 — i) = iT(H0(1 — i) = it = 2.

(
10)L§(2) = (1) g = 1.



