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4. Tutorium - Lösungen 31.10.2014

• ANMERKUNG: Die Verantwortung beim sinnvollen Umgang mit einem Lösungszettel liegt beim Stu-
dierenden! Letztendlich zählt, was man selber dabei lernt!

4.1 Multiple Choice Fragen

a) [A,B+C] = A (B+C)− (B+C)A = AB−BA+AC−CA = [A,B] + [A,C].

b) [A,BC] = ABC−BCA = ABC−BAC+BAC−BCA = [A,B]C+B[A,C].

c) [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]]

= A (BC−CB)− (BC−CB)A+B (CA−AC)− (CA−AC)B+C (AB−BA)− (AB−BA)C

= ABC−ACB−BCA+CBA+BCA−BAC−CAB+ACB+CAB−CBA−ABC+BAC

= 0.

Diese Relation ist als Jacobi-Identität bekannt.
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Das sind die Fibonacci-Zahlen. (1, 1, 1+1=2, 1+2=3, 2+3=5, 3+5=8, ... Allgemein: fn = fn−1 + fn−2.)

Beweis z.B. durch Induktion: Beobachtung: gn :=
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f) Berechnung der Eigenwerte:
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4.2 Funktionen von Matrizen
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on sind nur Diagonalelemente von AD besetzt: AD = diag (λ1, λ2, . . . , λn).
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= eλ1eλ2 . . . eλn = eλ1+λ2+...+λn = eTrAD .

Das stimmt mit der rechten Seite überein: eTrA = eTr(S
−1

ADS) = eTrAD = eλ1+λ2+...+λn .
f) Man könnte analog wie oben die Reihendarstellung verwenden:

ln (1 + x) = x− x2

2 + x3

3 − x4

4 + x5

5 − . . . (für −1 < x < 1), indem man für x die Matrix x = B− 1 einsetzt.
(Reihe konvergiert nur, wenn alle Eigenwerte von B− 1 vom Betrag kleiner 1 sind).
Einfacher macht man es sich, indem man eA = B setzt, und die Umkehroperation B = lnA nennt (durch
Einsetzten der Reihendarstellungen ineinander sieht man, dass das tatsächlich konsistent ist). Dann folgt:
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det
(
eA

)
= eTrA → det (B) = eTr(lnB) ln→ ln (detB) = Tr (lnB).

4.3 Differentialoperatoren

a) gradr = ∇r → ∂ir = ∂i
√
xjxj =

1
2

1√
xjxj

[(
∂ixj
︸︷︷︸

δij

)
xj + xj

(
∂ixj
︸︷︷︸

δij

)]

=
2δijxj

2r = xi

r
.

b) div rotv → ∂iεijk∂jvk = εijk
︸︷︷︸

antisymmetrisch

∂i∂j
︸︷︷︸

symmetrisch

vk = 0.

(Ableitungen lassen sich in der Reihenfolge nach dem Satz von Schwarz vertauschen, sofern die Funktion
mehrfach stetig differenzierbar ist.)
c) rot rotv → εijk∂jεklm∂lvm = εijkεklm

︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

∂j∂lvm = ∂j∂ivj
︸ ︷︷ ︸

∂i∂jvj

− ∂j∂jvi → graddiv v −∆v.

d) rot gradϕ → εijk
︸︷︷︸

antisymmetrisch

∂j∂k
︸︷︷︸

symmetrisch

ϕ = 0.

Explizit: εijk
︸︷︷︸

−εikj

∂j∂kϕ = −εikj ∂j∂kϕ
︸ ︷︷ ︸

=∂k∂jϕ
(Satz von Schwarz)

= −εikj∂k∂j
︸ ︷︷ ︸

=εimn∂m∂n

ϕ = −εijk∂j∂kϕ ⇒ 2εijk∂j∂k = 0.

e) A · [∇× (∇×A)−∇ (∇ ·A)] → Ai [εijk∂j (εklm∂lAm)− ∂i (∂jAj)] = Ai

[

εijkεklm
︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

∂j∂lAm − ∂i∂jAj

]

= Ai

[

∂j∂iAj
︸ ︷︷ ︸

∂i∂jAj

− ∂j∂jAi − ∂i∂jAj

]

= −Ai (∂j∂jAi) → −A (∆A).

f) ∇ ·
(

x
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)
→ ∂i

(
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r3

)
= 1
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(
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︸︷︷︸
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)
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(
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1
r3

)
= 1

r3
3 − xi3

1
r4

(∂ir) = 3
r3

− xi
3
r4

xi

r
= 3

r3
− 3r2

r5
= 0 (mit

xixi = r2).
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