
Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2014W

5. Tutorium - Lösungen 07.11.2014

• ANMERKUNG: Bitte diesen Lösungszettel nicht online stellen, und nicht von einer anderen Seite als
dem TUWEL Kurs herunterladen.

5.1 Multiple Choice Fragen

a) ~x · rot (~x) → xiεijk∂jxk = xiεijkδjk = 0. (da antisymmetrisch × symmetrisch).
b) rot (~p× ~x) → εijk∂j (εklmplxm)= εijkεklm

︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

pl ∂jxm
︸ ︷︷ ︸

δjm

= (δilδjm − δimδjl) plδjm

= δilδjmplδjm − δimδjlplδjm= δjj
︸︷︷︸

3

pi − pi = 2pi → 2~p.

c) rot
(

~E × ~x
)

→ εijk∂j (εklmElxm)= εijkεklm
︸ ︷︷ ︸

δilδjm−δimδjl

∂j (Elxm)
︸ ︷︷ ︸

(∂jEl)xm+El

(
∂jxm
︸ ︷︷ ︸
δjm

)

= (δilδjm − δimδjl) [(∂jEl)xm + Elδjm]

= δilδjm (∂jEl)xm + δilδjmElδjm − δimδjl (∂jEl)xm − δimδjlElδjm= xj (∂jEi) + δjj
︸︷︷︸

3

Ei − (∂jEj) xi − Ei

= xj (∂jEi)− xi (∂jEj) + 2Ei→ (~x · ∇) ~E − ~x
(

∇ · ~E
)

+ 2 ~E.

d)
∫ ∫

B
div ~Kdxdy =

∫ π

0
dx

∫ sin x

0
dy

( ∂
∂x
∂
∂y

)

·

(
x+ y2

y + x2

)

=
∫ π

0
dx

∫ sin x

0
dy [1 + 1]

=
∫ π

0
dx 2y|

sin x
y=0= 2

∫ π

0
dx sinx = −2 cosx|

π
0 = 4.

e) Parametrisierung entlang x-Achse: ~x =

(
t
0

)

, t ∈ [0, π].

~n dt =

(
y′

−x′

)

dt =

(
0
−1

)

dt.

∫ π

0
~K · ~ndt =

∫ π

0

(
x+ y2

y + x2

)

·

(
0
−1

)

dt = −
∫ π

0

(
0 + t2

)
dt= − t3

3

∣
∣
∣

π

0
= −π3

3 .

f) Parametrisierung: ~x =

(
π − t

sin(π − t)

)

=

(
π − t
sin t

)

, t ∈ [0, π].

~n dt =

(
y′

−x′

)

dt =

(
cos t
1

)

dt.

Somit wird
∫ π

0
~K · ~ndt =

∫ π

0

(
x+ y2

y + x2

)

·

(
cos t
1

)

dt =
∫ π

0

(

(π − t) + (sin t)2

sin t+ (π − t)2

)

·

(
cos t
1

)

dt

=
∫ π

0

[
(π − t) cos t+ sin2 t cos t+ sin t+ (π − t)2

]
dt= 2 + 0 + 2 + π3

3 = 4 + π3

3 .
Lösung der einzelnen Integrale:

• Partielles Integrieren:
∫ π

0
(π − t) cos t dt = (π − t) sin t|π0 −

∫ π

0
(−1) sin t dt = 0− cos t|π0 = 2.

• Stammfunktion erraten:
∫
sin2 t cos t dt = sin3 t

3 + c.

Anmerkung: In der Ebene lautet der Gauß’sche Integralsatz
∫ ∫

B
div ~Kdxdy =

∫

∂B
~K · ~nds, wobei ~n normal

auf die Kurve ∂B steht und nach außen zeigt. Überprüfung zeigt: 4 = −π3

3 + 4− π3

3 . OK.
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5.2 Spektraltheorem

a) Säkulardeterminante: det (A− λI) = det

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−λ 0 1
0 −λ 1
1 1 1− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 führt zu (−λ) [(−λ)(1 − λ)− 1] + 0 +

1λ = 0 → λ
(
λ2 − λ− 2

)
= 0.

Eigenwerte: λ3 = 0, λ1,2 = 1
2 ±

√
1
4 + 2 = 1±3

2 → λ1 = 2, λ2 = −1.

Zugehörige Eigenvektoren: für λ3 = 0:

(A− λ3I)x3 = 0 →





0 0 1
0 0 1
1 1 1



 x3 = 0 →





0 0 1
0 0 1
1 1 1









x1

x2

x3



 = 0. Lösen des Glei-

chungssystems mit 3 Variablen liefert x3 = 0, x1 + x2 + x3 = 0, was z.B. durch den Vektor x3 =





1
−1
0





erfüllt wird.
Analog findet man für λ1 = 2:

(A− λ1I)x1 = 0 →





−2 0 1
0 −2 1
1 1 −1



 x1 = 0, also x1 =





1
1
2



.

Und für λ2 = −1 folgt x2 =





1
1
−1



.

Normierte Eigenvektoren: x1 = 1√
6





1
1
2



, x2 = 1√
3





1
1
−1



, x3 = 1√
2





1
−1
0



.

b) Projektoren:

E1 = x1 ⊗ x
T
1 = 1

6





1
1
2



 (1, 1, 2) = 1
6





1 1 2
1 1 2
2 2 4



,

E2 = x2 ⊗ x
T
2 = 1

3





1
1
−1



 (1, 1,−1) = 1
3





1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1



,

E3 = x3 ⊗ x
T
3 = 1

2





1
−1
0



 (1,−1, 0) = 1
2





1 −1 0
−1 1 0
0 0 0



.

Spektrale Form:

∑k
i=1 λiEi = 2× 1

6





1 1 2
1 1 2
2 2 4



− 1× 1
3





1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1



+ 0× 1
2





1 −1 0
−1 1 0
0 0 0





=





0 0 1
0 0 1
1 1 1



 = A.

c) Man erhält die Identitätsmatrix:

E1 +E2 +E3 = 1
6





1 1 2
1 1 2
2 2 4



+ 1
3





1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1



 + 1
2





1 −1 0
−1 1 0
0 0 0



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = I.

d) pi(t) =
∏

1≤j≤k, j 6=i
t−λj

λi−λj
.

p1(t) =
t−λ2

λ1−λ2

t−λ3

λ1−λ3

= t+1
2+1

t−0
2−0 = 1

6 t (t+ 1) ,

p2(t) =
t−λ1

λ2−λ1

t−λ3

λ2−λ3

= t−2
−1−2

t−0
−1−0 = 1

3 t (t− 2) ,

p3(t) =
t−λ1

λ3−λ1

t−λ2

λ3−λ2

= t−2
0−2

t+1
0+1 = − 1

2 (t− 2) (t+ 1) .

e) z.B.
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p1(A) = 1
6A (A+ I) = 1

6





0 0 1
0 0 1
1 1 1









1 0 1
0 1 1
1 1 2



 = 1
6





1 1 2
1 1 2
2 2 4



 = E1.

f) exp(A) =
∑∞

n=0
A

n

n! = 1+
∑∞

n=1
A

n

n! = 1+
∑∞

n=1
1
n!

(
∑k

i=1 λiEi

)n (∗)
= 1+

∑∞
n=1

1
n!

(
∑k

i=1 λ
n
i E

n
i

︸︷︷︸

Ei

)

=

k∑

i=1

Ei

︸ ︷︷ ︸

1

+
∑k

i=1

∑∞
n=1

1
n!λ

n
i Ei =

∑k
i=1

∑∞
n=0

1
n!λ

n
i Ei =

∑k
i=1 exp (λi)Ei.

( (*) Das gilt, da EiEj = 0 für i 6= j.)

5.3 Vorschau auf die Delta-Distribution

a)
∫∞
−∞ δa(x)dx =

∫ 1/a

−1/a c dx = cx|
1/a
x=−1/a = 2c

a

!
= 1. → c = a

2 .

b)

-2 -1 1 2

1

2

3

4

5

-1 1 2 3

1

2

3

4

5

c)
∫∞
−∞ f(x)δa(x− b)dx =

∫ b+1/a

b−1/a f(x)a2dx = a
2

∫ b+1/a

b−1/a (2x+ 3) dx = a
2

[

2x2

2 + 3x
∣
∣
∣

b+1/a

x=b−1/a

]

= 1
2a

[(
b+ 1

a

)2
−
(
b− 1

a

)2
+ 3

(
b+ 1

a

)
− 3

(
b− 1

a

)]

= a
2

[
4b
a + 6

a

]
= 2b+ 3.

Das entspricht genau f(b).

d)
∫∞
−∞ g(x)δa(x− b)dx =

∫ b+1/a

b−1/a
g(x)a2dx = a

2

∫ b+1/a

b−1/a
x2dx = a

2

[

x3

3

∣
∣
∣

b+1/a

x=b−1/a

]

= a
6

[

(b+ 1/a)3 − (b− 1/a)3
]

= a
6

[

b3 + 3b2

a + 3b
a2 + 1

a3 − b3 + 3b2

a − 3b
a2 + 1

a3

]

= a
6

[
6b2

a + 2
a3

]

= b2 + 1
3a2 .

Das ist ähnlich zu g(b). Für a → ∞ verschwindet der Zusatzterm, und das Ergebnis entspricht genau g(b).

e) Es ist naheliegend, dass gilt:
∫∞
−∞ h(x)δ(x − b)dx := lima→0

∫∞
−∞ h(x)δa(x − b)dx = h(b).

f) Ha(x) =
∫ x

−∞ δa(z)dz =







∫ 1/a

−1/a
a
2dz x ≥ 1

a ,
∫ x

−1/a
a
2dz − 1

a ≤ x ≤ 1
a ,

0 x ≤ − 1
a .

=







1 x ≥ 1
a ,

a
2 z

∣
∣
x

z=−1/a
− 1

a ≤ x ≤ 1
a ,

0 x ≤ − 1
a .

=







1 x ≥ 1
a ,

a
2 (x+ 1

a ) − 1
a ≤ x ≤ 1

a ,

0 x ≤ − 1
a .

(für a > 0).

g)
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h)
∫∞
−∞ δa(−x)dx =

∫∞
−∞ δa(x)dx = 1 da δa(x) eine gerade Funktion ist.

i)
∫∞
−∞ δa(kx)dx =

∫ 1/(ak)

−1/(ak)
a
2dx = a

2x
∣
∣
1/(ak)

x=−1/(ak)
= 2a

2ak = 1
k .
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