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7. Tutorium - Lésungen 21.11.2014

e ANMERKUNG: Jeder ist selber fiir den sinnvollen Umgang mit Losungszetteln verantwortlich. Letzt-
endlich geht es darum, was man selber lernt und versteht.

7.1 Multiple Choice Fragen

a) limgyoo [0 da(kz)de = £ =limaoo 1 [ da(@)dr = lima—yoo [7 £0a(z)da.

Daher entspricht d,(kz) ~ £0q(2) im Limes a — co.

Beim Skizzieren der Funktion ergeben sich Rechtecke mit unterschiedlichen Breiten und Hohen, aber die
Fléche ist stets % Im Limes a — oo werden beide Rechtecke unendlich schmal und hoch, sind also beziiglich

ihrer Wirkung innerhalb des Integrals nicht mehr voneinander zu unterscheiden.

b) §,(kx) ~ W1|5a($)-

¢) Taylor-Reihe um « = b herum: f(x) = f(b) + (x — b) f'(b) + @f”(b) +...

Da um eine Nullstelle entwickelt wird, gilt f(b) = 0.

Die Funktion d,(f(x)) verschwindet nicht nur in einer kleinen Umgebung von x = b, sodass € := x — b sehr
klein, und €2 = (2 — b)? noch kleiner und daher vernachlissigbar ist, solange f’(b) # 0 (was bei einfacher
Nullstelle gegeben ist.)

Also 0, (f()) = 04 ((z — ) f (b)) = e 6a(x — D).

d) f(x)=(z—=0b)(z—c) — fl(x)=2x—-b—c

In der Nihe von z ~ b gilt daher: §,(f(x)) = 5 Sa(x —b) = 72=64(z — b).

Analog gilt in der Nihe von x &~ ¢: §,(f(z)) ~ Wéa(x — o).
Plotten der Funktionen legt nahe, dass man diese beiden Losungen einfach addieren muss:
G (2 =) (2 = 0) & 72 Bl — )+ dala — )]
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¢) gV Bi; = g (Aij — 59;A%) = A'; — 5 0, AF = —3A",.
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f) BYBy; = (AV — 399 A%) (Aij — 39 A™,) = AV Ajj — 5 AT AN — GAV AT, + 1 6 AR AT, = AV A —
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7.2 Residuensatz

a) Losungen von " + 1 = 0, also 2™ = —1: Satz von de Moivre: €% = (¢*¥)" = cos(nyp) + isin(ny). Rechte
Seite ergibt -1 fiir nyp = 7T(2N + 1)' mit gan?zahligem.N. Dahe{)r_ = %(SQN +1) mit N = (7)? L...,n-1 '
Fiir n = 4 hat man z; = e® :1—\}%’,:@:6 T = _\1/%_1,563:6 T =e 1 :%7504:6% =e 7 :1—\/—5_

b) Da h(x) eine einfache Nullstelle bei @ = ¢ hat, gilt h(z) ~ (x — ¢)h/(c¢) in einer Umgebung von z = c.
Daher:
Resz—cf(z) = Respoef(x) = Resz—e ZEQ ~ Reszﬁc% = lim, . (z — ¢) %

1 (®) _ g(c)
= limg,_,. g,—(c) = }f,(c).

Wem das ,,~* zu ungenau ist, der kann /() auch in einer Taylor-Reihe h(z) = 0+(z — ¢) b/ (c)+4; (z — o)’ B (¢)+
... expandieren und dann die Laurentreihe des Quotienten bilden. Der Koeffizient a_; = g(c)/h’(¢) der Lau-
rentreihe f(z) =37 a,(z —¢)™ ist dann genau das gesuchte Residuum.

¢) Die Pole befinden sich bei e**/4 und e*%"/4, Man kann die oberen zwei Pole wihlen, und den Integrati-
onsweg iiber den oberen Halbkreis schliefen, der keinen Beitrag liefert: Beitrag iiber oberen Halbkreis C mit
x = re'?, de = rie*dp und r grok aber konstant liefert:



22 +az+b Te“’ +are “+b ip ~>oo ) ip T—00
fc agode fo —(rew - rie’?dp — fo Te“f’)4 rie dgafzfo Te“f’ —=dp —

Die Res1duen an den Polen der oberen Halbebene sind

— 0.

in/d_p
Res /41 2tax+b _z 2tax+b _ itae —+
T—el™ 311 423 ; 4e3im/4
r—eim/4
Res 4 4$2+az+b — 22 4+ax+b _ —z+ae3”/4+b —z+ae3”/4+b
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Schliefen im oberen Halbkreis (positiver Umlaufsinn, daher kein zusétzliches ,-*) ergibt:
= 2 tarth gy — 9 (Resxﬁemﬂ IZ:‘”H’ + Res,_, ain/a IZ*‘”H’)

—oco  xt+1 441 z4+1
_ + m/4+b _3in/4 —itaed T/ ALy ina
— 97 (z ae e i/ 4 =i ae4 e i/
:7;[@‘<*\1/_177)+a( Z+Z)+b(\/— +\/—)] \/—(1+b)
Alternativ kénnte man den Halbreis auch unten schlieffen, wobei man ein zusétzliches negatives Vorzeichen
flir den negativen Umlaufsinn beriicksichtigen muss.

7.3 Transformation von Differentialoperatoren

a)el =alel = (aT)ji e’

N e’ \ [ cosp —rsing e\ [ cosype” —rsinpe?
eV |\ sinp rcosy e¥ |\ singe” +rcospe? |’
Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit a’ zuriick:

o oz o ;0 dx \ _ [ cosp —Lsing Or \ _ [ cosd, — Lsinpd,
ori  owiowi  Yigwi ( Oy > N ( sing  Lcosep > < Oy ) N < smgp@Tngcosgoa >
Kombiniert ergibt das:
v¢(x’ y) = (az(b(xa y)) e’ + (quﬁ(x, y)) el =
= (cos @0, ¢(r, p) — Lsin@d,d(r, ¢)) (cos pe” — rsin pe?)+(sin <p0r¢(r ©) + 1 cos goag,qﬁ(r ©)) (sinpe” + 7 cos pe?)
= (0052 pOrp — % sin ¢ cos pd,¢ + sin? 0, ¢ + % CoSs  sin <p0¢q§) (0 X arqﬁ + sin goag,qﬁ + cos? <p8¢¢) e¥
= (0ro(r,0)) €" + (9,0(r, 0)) €7

Nicht-orthogonale Parabelkoordinaten

b) Transformationsmatrix fiir kovariante Komponenten: ai] = g;c,]i —
1 2 ozt oz oz Oy a(r(l_l’az/Q)) o(re) o2
( LR ) —( =T @ =2 7 |= o 87“2/ ) or _ ( 1-5 ¢ )
ox ox gxr Oy o(r(1— 2 .
a a okl ® F) _
2 2 Dx/2 12 Op Oy 7p gf) ry T

Basisvektoren: e, = a.’e;.
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c)



Nicht-orthogonal, da nicht nur Diagonalelemente besetzt sind. (Orthogonal nur fiir ¢ =0, r > 0. Fiir r =0
ist Metrik singulér.)
d) Transformationsmatrix fiir kontravariante Komponenten: a’ = a~!. Invertieren von a:

1 1 —£
1 T
a = ) 1 (PZ .
GEle Hi-%)
Transformation: U’j:a'.jvi:(a'T)j = —1 ! L 0)_ 1 LA
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Die Ableitung transformiert genau wie die Basisvektoren mit a’ zuriick:

aaz/jia/ji%<am) : (1 _%2 ><8T> : < aT_%awz
Oxt  Oxt 9zd ' Oxd Oy 71+502_2 @ %(175’2—) 0y 71+302_2 <p8r+%(1—5”2—
Kombiniert ergibt das:
Vo(z,y) = [e0; +e¥0,] oz, y) =
== [((1 - %) e — We”) (0r — £0,) + (pe” + re?) (sﬁar +3 (1 - ‘”2—) 3¢)} &(r, )
=l ((1-9)o-(1-%) 20, + 0.+ 2 (1-%)0,)
+ e (=10, + 20, + 10, + (1-5) 0, )| 6l )
=L e ((1+5) 0 +0x8,) +e (0x 0, + (14 5)9,)| 6(r,9)

1+
= €70, + €79, ¢(r, ).




