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9. Tutorium - Lösungen 12.12.2014

• ANMERKUNG: Jeder ist selber für den sinnvollen Umgang mit Lösungszetteln verantwortlich. Letzt-
endlich geht es darum, was man selber lernt und versteht.

9.1 Multiple Choice Fragen

a) Variablentransformation : x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ :

∫

d3rδ
(

R−
√

x2 + y2 + z2
)

=

∫
∞

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ r2 sin θ δ (R− r) = 4π

∫
∞

0

dr r2δ (R− r) = 4πR2

b)

I =

∫

d3rH(R2 − x2 − y2 − z2)

dI

dR
=

∫

d3r 2Rδ(R2 − x2 − y2 − z2) = 2R

∫
∞

0

dr 4πr2 sin θ δ(R2 − r2) =

∫
∞

0

dr 4πr2 sin θ δ(R− r) = 4πR2

I =
4

3
πR3 (Volumen der Kugel mit Radius R)

c)

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

δ(4x3 − y3 − 4xy + x)H(x2 − y2 + 2x− 1)δ(x− y)f(x, y)dx dy

=

∫
∞

−∞

δ(3x3 − 4x2 + x)H(2x− 1)f(x, x)dx =

∫
∞

−∞

δ (x(3x− 1)(x− 1))H(2x− 1)f(x, x)dx

=
1

|9x2 − 8x+ 1|
H(2x− 1)f(x, x)

∣
∣
∣
∣
x=0

+
1

|9x2 − 8x+ 1|
H(2x− 1)f(x, x)

∣
∣
∣
∣
x=1/3

+
1

|9x2 − 8x+ 1|
H(2x− 1)f(x, x)

∣
∣
∣
∣
x=1

=
1

2
f(1, 1)

d)

(
d2

dt2
+ γ

d

dt

)

H(t)
1− e−γt

γ
=

( d

dt
+ γ

)(

δ(t)
1− e−γt

γ
︸ ︷︷ ︸

=0

+H(t)e−γt
)

= δ(t)e−γt − γH(t)e−γt + γH(t)e−γt = δ(t)e−γt = δ(t)

e)

∫
∞

−∞

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)|
∞

x=−∞
−

∫
∞

−∞

f(x)g′(x)dx = −

∫ 1

−1

cos(πx)g′(x)dx

= − cos(πx)g(x)|
1
x=−1 − π

∫ 1

−1

sin(πx) g(x)dx = −π

∫ 1

−1

sin(πx) g(x)dx+ g(1)− g(−1)

f) f(x) = cos(πx)H(1− x)H(1 + x)

f ′(x) = −π sin(πx)H(1− x)H(1 + x)− cos(πx)δ(1− x)H(1 + x) + cos(πx)H(1− x)δ(1 + x)

= −π sin(πx)H(1− x)H(1 + x) + δ(x− 1)− δ(x+ 1)
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9.2 Delta-Distribution

a)

∇2 1

r
= ∂i∂i

1

r
= −∂i

xi

r3
= −

δii
r3

+
3xixi

r5
= −

3

r3
+

3r2

r5
= 0

b)

∫

Vε

~∇ ·

[(

~∇
1

r

)

ϕ(~r)

]

d3r

Gaußscher
Integralsatz

=

∫

Sε

[(

~∇
1

r

)

ϕ(~r)

]

r=ε

· ~er dS

(
Sε : Oberfläche der Kugel Vε

dS = ε2dΩ

)

=

∫ (

−~er
ϕ(~r)

r2

)

r=ε

· ~er ε
2 dΩ = −

∫

ϕ(~r)|r=ε dΩ −−−→
ε→0

−4πϕ(0)

c) Vc : das Volumen außerhalb der Kugel Vε (d.h., r > ε)

−
1

4π

∫

d3r

(

∇2 1

r

)

ϕ(~r) = −
1

4π

∫

Vε

d3r

(

∇2 1

r

)

ϕ(~r)−
1

4π

∫

Vc

d3r

(

∇2 1

r

)

ϕ(~r)

︸ ︷︷ ︸

=0

= −
1

4π

∫

Vε

d3r~∇ ·

[(

~∇
1

r

)

ϕ(~r)

]

+
1

4π

∫

Vε

d3r

(

~∇
1

r

)(

~∇ϕ(~r)
)

Das zweite Integral verschwindet im Limes ε → 0 für analytische Funktionen ϕ(~r),

∫

Vε

d3r

(

~∇
1

r

)(

~∇ϕ(~r)
)

= −

∫

Vε

d3r ~er
1

r2

(

~∇ϕ(~r)
)

= −

∫ ε

0

dr

∫

dΩ~er

(

~∇ϕ(~r)
)

−−−→
ε→0

0

Aus dem Ergebnis von Bsp.b

−
1

4π

∫

d3r

(

∇2 1

r

)

ϕ(~r) = −
1

4π

∫

Vε

d3r~∇ ·

[(

~∇
1

r

)

ϕ(~r)

]

= ϕ(0) .

Deshalb ist −∇21/(4πr) eine dreidimensionale Delta-Distribution. Oder −1/(4πr) ist die Greensche Funktion
des Laplace-Operators.
d)

ϕ(~r) =

∫
∞

0

dq

∫ π

0

dθq

∫ 2π

0

dφq δ(r − q)δ(θ − θq)δ(φ− φq)ϕ(~q) =

∫

d3q δ3(~r − ~q)ϕ(~q)

Variablentransformation d3q = q2 sin θqdqdθqdφq im zweiten Integral

∫

d3q δ3(~r − ~q)ϕ(~q) =

∫
∞

0

dq

∫ π

0

dθq

∫ 2π

0

dφq q
2 sin θqδ

3(~r − ~q)ϕ(~q)

Vergleich zwischen dem ersten und dem letzten Integral :

δ3(~r − ~q) =
1

q2 sin θq
δ(r − q)δ(θ − θq)δ(φ− φq)

9.3 Greensche Funktion

a)Differentialoperator :

Lt =

(
d2

dt2
+ 2γ

d

dt
+ ω2

0 + γ2

)

Greensche Funktion erfüllt die Gleichung LtGI(t, t
′) = δ(t− t′). Mit dem Einsetzen des Ansatzes GI(t, t

′) =
(2π)−1

∫
∞

−∞
G̃I(ω) e

iω(t−t′)dω wird die Gleichung zu

1

2π

∫
∞

−∞

(−ω2 + 2iγω + ω2
0 + γ2)G̃I(ω) e

iω(t−t′)dω =
1

2π

∫
∞

−∞

eiω(t−t′)dω
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Vergleich der Integranden

G̃I(ω) = −
1

ω2 − 2iγω − ω2
0 − γ2

Fourier-Transformation

GI(t, t
′) = −

1

2π

∫
∞

−∞

eiω(t−t′)

ω2 − 2iγω − ω2
0 − γ2

dω = −
1

2π

∫
∞

−∞

eiω(t−t′)

(ω − λ)(ω + λ∗)
dω

wobei λ = ω0 + iγ (λ∗ = ω0 − iγ). Zwei Pole liegen in der oberen Halbebene der komplexen Zahlen und
kein Pol liegt in der unteren Halbebene. Mit Hilfe des Residuensatzes (Integrationspfad : oberer Halbkreis
für t > t′ und unterer Halbkreis für t < t′) ergibt sich

GI(t, t
′) = −

1

2π

∫
∞

−∞

eiω(t−t′)

(ω − λ)(ω + λ∗)
dω = −H(t− t′)i

[

Resω→λ
eiω(t−t′)

(ω − λ)(ω + λ∗)
+ Resω→−λ∗

eiω(t−t′)

(ω − λ)(ω + λ∗)

]

= −H(t− t′)i

[

eiω0(t−t′)e−γ(t−t′)

2ω0
−

e−iω0(t−t′)e−γ(t−t′)

2ω0

]

= H(t− t′)
e−γ(t−t′)

ω0

eiω0(t−t′) − e−iω0(t−t′)

2i
= H(t− t′)

e−γ(t−t′)

ω0
sin (ω0(t− t′)) .

Für t′ > 0.

GI(0, t
′) = −H(−t′)

eγt
′

ω0
sin (ω0t

′) = 0

G′

I(0, t
′) = −δ(−t′)

eγt
′

ω0
sin(ω0t

′) + γH(−t′)
eγt

′

ω0
sin(ω0t

′) +H(−t′)eγt
′

cos(ω0t
′) = 0

Die Lösung GI(t, t
′) erfüllt die Randbedingungen.

b)

y(t) =

∫
∞

0

G(t, t′)F0e
iΩt′dt′ =

∫
∞

0

H(t− t′)
e−γ(t−t′)

ω0
sin (ω0(t− t′))F0e

iΩt′dt′

=

∫ t

0

e−γ(t−t′)

ω0
sin (ω0(t− t′))F0e

iΩt′dt′ =
F0

ω0
e−γt

∫ t

0

eγt
′ eiω0(t−t′) − e−iω0(t−t′)

2i
eiΩt′dt′

=
F0

2iω0
e−γt

∫ t

0

[

eiω0te(γ−iω0+iΩ)t′ − e−iω0te(γ+iω0+iΩ)t′
]

dt′

= −i
F0

2ω0
e−γt

[
e(γ+iΩ)t − eiω0t

γ − iω0 + iΩ
−

e(γ+iΩ)t − e−iω0t

γ + iω0 + iΩ

]

= −i
F0

2ω0

[
eiΩt − e−γt+iω0t

γ − iω0 + iΩ
−

eiΩt − e−γt−iω0t

γ + iω0 + iΩ

]

Randbedingungen : y(0) = 0

y′(0) = −i
F0

2ω0

[
iΩ+ γ − iω0

γ − iω0 + iΩ
−

iΩ+ γ + iω0

γ + iω0 + iΩ

]

= 0
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