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1. Test - Losungen 4.12.2015

1 Spektraltheorem [30 Punkte]
2)[12]
0 R
A= R 0
Fiir den Eigenvektor x, gilt die Eigenwertgleichung Ax = Ax — x X Ax =0
Wenn x = (z,y), tRr —yRy =0 — Rx? — Ry? =0 — y = +x.
Fiir den Eigenvektor x7 = (1,1), Ax; = Rx;, d.h. der Eigenwert ist \; = R.
Fiir den Eigenvektor xJ = (1, —1), Axy = —RxXo, d.h. der Eigenwert ist Ao = —R.
(Allgemein sind die Eigenvektoren x7 = ¢;(1,1) und x2 = c5(1, —1) mit beliebigen Konstanten ¢; und ¢,
korrekt aufler ¢; = 0 und ¢ = 0.)
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X1 X2 =1—1=0 — {x1,X2} ist eine orthogonale Basis.
Alternativ werden die Eigenwerten mit der Gleichung det(A — AI) = 0 gerechnet. — A2 — R2 =0 — A\ = £R
Duale Basis: x! = ¢(1,1) = (1/2)(1,1) und x? = ¢(1,—1) = (1/2)(1,-1) (da x7 - x; = 1)
— xIAxy, = N0/, - X7TAX = diag(R, —R) - A = XDX ! wobei X = (x; x2) und D = diag(R, —R).
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— exp(A) = x< 60 0 )x-
1 elt eft e 1 cosh(R)
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2<1>2X<6_R>2<€R—6_R oder = Sinh(R)
Alternative Losung:
o ) . (11 (1 -1
Proje tor.Ex:WxQ@X — Ex, =3 , Bx, =3 ,
LY _ 1 r(1 T rf( VN _ 1 P +e N\ _ [ cosh(R)
exp(A) ( 0 ) —2¢ ( 1 ) t 3¢ -1 ) 2 eft—e B ] 7 \ sinh(R)
Alternative Losung 2:
R 0 R 0 1 0
Fiir gerades n = 2m, A2™ = R2™T und, fiir ungerades n = 2m + 1, A2m+1 = R2m+1A
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(Statt der expliziten Rechnung der dualen Basis kann X! als die Inverse der Matrix X gerechnet werden)
1 e

exp(A)( 0 )X< R

A = REy, — REy, — exp(A) = B Ey, + e 'Ey,

A2< 0 R > ( 0 R > = R’I A® = R?A = R*A wobei A = ( 01 )
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2 Lokale Transformation [40 Punkte]

a)[12]

Kartesische Basis: e; = X, e =¥
Polarkoordinaten: (2!, 2?) = (r,0)
Transformation der Koordinaten: x

L =rcosf, 22 = rsinf.

. . a7 7 ; ¥ ; 7 i
Transformation der Basis: dx = dz'e; = da”/ (9jz')e; = dx"e; — € = Dx'e; (02" = )
’ dz! 9z ; :
el = £ e + £5:ey = cosfe; +sinf ey . cos) —rsinf
! au'] o] . — (el e) =(e1e) Tmit T= | . 9 0
€ = 5.me1 + 5omex = —rsinfe; +rcosbey sin T cos



Alternative Losung oahne Indgxschreibvveis%
dx Srdr + 55d0 =

oo () = (B B ) = (5 ) o

_(%f gz)_(cosé rsin@)
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b) [12]

I k l k.l k. k T L0 ~1 L0

gij = €; - €; = a"epa’je; =a";a’ 0k = a"a”; - g=T"T — ( 0 2 ) und g —>(O 1/r? )

Alternative Losung:

Duale Basis: e! = el e? le I

e =
gijzeg'e;%((l) TOQ )7gij=e”~e’j—>((1) 1/()T2>
c) [16]

ds* = da'dz; = da''dz), = g;jda’'dx’ = dr® + r2df?
Parametrisierung: r = asin® (wt/T) 0 =2mt)T — dr = 277; sin(wt/T) cos(mt/T)dt, do = 2(w/T)dt.

\/ds2:|%f(t)|dt:’(%)2 ’dt /42 & sin® (wt/T) cos? (wt /T) + a2 sin’ (t/T)dn? /T2dt
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= 2m 4| sin(wt/T)|\/(3082(7rt/T) + sin®(wt/T)dt = 2% | sin(rt/T)|dt
= [ods = fOT 2r&|sin(nt/T)|dt = —2r &L COb(ﬂ't/T)’g =4da

3 Multiple Choice Fragen [30 Punkte, 3 Punkte je Frage]

1) 5ii5jj+5ij5ji =3 X 3+5Z =9+3=12
2) ggj; =0i=3

3) grad|x|? — O;x;x; = 5”30]- + x50 = 22, — 2x

4) grad|x| — 0;\/T;7; = (scjmj) 1/2(§¢jxj +x;0;5) = %(xjxj)_l/QQxi =x;/|x| = x/|x|
5) [A,BC] = ABC — BCA — ABC — BAC 4 BAC — BCA — [A, B|C + B|A, C]

1 1
6) [protb-dA = [, [ 0 |- 0 |dA=[,dA=mnd?
0 0
7) parametrisierung: (z,vy,z) = (0,acost,asint)
0 0
$,b-ds = fozﬂ asint | -| —asint |dt=a? 0277(_ sin?t + cos? t)dt = a? fo% cos(2t)dt = 0
acost acost
8) $o 52 2Z dz = 2mf imi
fC z(z+3) 7”
10) 5: geschlossener unterer Halbkreis, 'yo offener unterer Halbkreis
241 z+1
—o0 (z—1)(z+1—1)(z+1+17) dz = — f O(z 2)(z+61 z)(z+1+z) dz + f o (z—1)(z+1— z)(z+1+z)d
ot Re" +1 0
- f'y (z—i)(z+1—i)(z+1+i) dz + . WZRe df
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