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1 Spektraltheorem [30 Punkte]

a)[12]

A =

(
0 R
R 0

)

Für den Eigenvektor x, gilt die Eigenwertgleichung Ax = λx → x×Ax = 0
Wenn x = (x, y), xRx− yRy = 0 → Rx2 −Ry2 = 0 → y = ±x.
Für den Eigenvektor xT

1 = (1, 1), Ax1 = Rx1, d.h. der Eigenwert ist λ1 = R.
Für den Eigenvektor xT

2 = (1,−1), Ax2 = −Rx2, d.h. der Eigenwert ist λ2 = −R.
(Allgemein sind die Eigenvektoren xT

1 = c1(1, 1) und xT
2 = c2(1,−1) mit beliebigen Konstanten c1 und c2

korrekt außer c1 = 0 und c2 = 0.)
x1 · x2 = 1− 1 = 0 → {x1,x2} ist eine orthogonale Basis.
Alternativ werden die Eigenwerten mit der Gleichung det(A−λI) = 0 gerechnet. → λ2−R2 = 0 → λ = ±R
b)[18]
Duale Basis: x1 = c(1, 1) = (1/2)(1, 1) und x2 = c(1,−1) = (1/2)(1,−1) (da xj · xj = 1)
→ xjAxk = λjδ

j
k → X−1AX = diag(R,−R) → A = XDX−1 wobei X = (x1 x2) und D = diag(R,−R).

(Statt der expliziten Rechnung der dualen Basis kann X−1 als die Inverse der Matrix X gerechnet werden)

→ exp(A) = X
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0 e−R
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oder =
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sinh(R)
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Alternative Lösung:

Projektor : Ex = 1
|x|2x⊗ xT → Ex1

= 1
2

(
1 1
1 1

)

, Ex2
= 1

2
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1 −1
−1 1

)

,

A = REx1
−REx2

→ exp(A) = eR Ex1
+ e−REx2
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Alternative Lösung 2:

A2 =

(
0 R
R 0

)(
0 R
R 0

)

= R2I A3 = R2A = R3Ã wobei Ã =

(
0 1
1 0

)

Für gerades n = 2m, A2m = R2mI und, für ungerades n = 2m+ 1, A2m+1 = R2m+1Ã
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2 Lokale Transformation [40 Punkte]

a)[12]
Kartesische Basis: e1 = x̂, e2 = ŷ
Polarkoordinaten: (x′1, x′2) = (r, θ)
Transformation der Koordinaten: x1 = r cos θ, x2 = r sin θ.

Transformation der Basis: dx = dxiei = dx′j(∂′
jx

i)ei = dx′je′j → e′j = ∂′
jx

iei (∂′
jx

i = ∂xi

∂x′j )

e′1 = ∂x1

∂x′1 e1 +
∂x2

∂x′1 e2 = cos θ e1 + sin θ e2
e′2 = ∂x1

∂x′2 e1 +
∂x2

∂x′2 e2 = −r sin θ e1 + r cos θ e2

}

→ (e′1 e
′
2) = (e1 e2)T mit T =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)

1



Alternative Lösung ohne Indexschreibweise

dx →
(

dx
dy

)

=

(
∂x
∂r dr +

∂x
∂θ dθ

∂y
∂r dr +

∂y
∂θdθ

)

=
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)
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)

dθ → (e′1 e
′
2) =
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∂r
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)

T =

(
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

)

=

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)

b) [12]

gij = e′i · e′j = akieka
l
jel = akia

l
jδkl = akia

k
j → g = TTT →

(
1 0
0 r2

)

und g−1 →
(

1 0
0 1/r2

)

Alternative Lösung:
Duale Basis: e1 = eT1 , e

2 = 1
r2 e

T
2 .

gij = e′i · e′j →
(

1 0
0 r2

)

, gij = e′i · e′j →
(

1 0
0 1/r2

)

c) [16]
ds2 = dxidxi = dx′idx′

i = gijdx
′idx′j = dr2 + r2dθ2

Parametrisierung: r = a sin2(πt/T ), θ = 2πt/T → dr = 2π a
T sin(πt/T ) cos(πt/T )dt, dθ = 2(π/T )dt.

√
ds2 =

∣
∣ d
dt~x(t)

∣
∣ dt =

∣
∣
∣

(
dr
dt

)2
+ r2

(
dθ
dt

)2
∣
∣
∣ dt =

√

4π2 a2

T 2 sin
2(πt/T ) cos2(πt/T ) + a2 sin4(πt/T )4π2/T 2dt

= 2π a
T | sin(πt/T )|

√

cos2(πt/T ) + sin2(πt/T )dt = 2π a
T | sin(πt/T )|dt

→
∫

C
ds =

∫ T

0
2π a

T | sin(πt/T )|dt = −2π a
T

T
π cos(πt/T )

∣
∣
T

0
= 4a

3 Multiple Choice Fragen [30 Punkte, 3 Punkte je Frage]

1) δiiδ
j
j + δijδ

j
i = 3× 3 + δii = 9 + 3 = 12

2) gijgji = δii = 3
3) grad|x|2 → ∂ixjxj = δijxj + xjδij = 2xi → 2x
4) grad|x| → ∂i

√
xjxj =

1
2 (xjxj)

−1/2(δijxj + xjδij) =
1
2 (xjxj)

−1/22xi = xi/|x| → x/|x|
5) [A,BC] = ABC−BCA = ABC−BAC+BAC−BCA = [A,B]C+B[A,C]

6)
∫

F
rotb · dA =

∫

F





1
0
0



 ·





1
0
0



 dA =
∫

F
dA = πa2

7) parametrisierung: (x, y, z) = (0, a cos t, a sin t)

∮

D
b · ds =

∫ 2π

0





0
a sin t
a cos t



 ·





0
−a sin t
a cos t



 dt = a2
∫ 2π

0
(− sin2 t+ cos2 t)dt = a2

∫ 2π

0
cos(2t)dt = 0

8)
∮

C
z

2z−1dz = 2πi 14 = 1
2πi

9)
∮

C
z+1

z(z+3)dz = 2
3πi

10) γ: geschlossener unterer Halbkreis, γo: offener unterer Halbkreis∫∞

−∞
z+1

(z−i)(z+1−i)(z+1+i)dz = −
∮

γ
z+1

(z−i)(z+1−i)(z+1+i)dz +
∫

γo

z+1
(z−i)(z+1−i)(z+1+i)dz

= −
∮

γ
z+1

(z−i)(z+1−i)(z+1+i)dz +

∫ 0

−π

Reiθ + 1

R3e3iθ + · · · iReiθdθ

︸ ︷︷ ︸

=0 wenn R→∞

= −(2πi) −i
(−1−2i)(−2i) = −2π 1

2i−4 = 2π 2i+4
20 = π 2+i

5

2


