Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

3. Tutorium - Lésungen 30.10.2015

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

3.1 Multiple Choice Fragen

a) Egjkajbk = a3b1 — a1b3 =-2—-1=-3

b) detA = g;;a15a25a3k

c) Oi(ziz xj) = (8 xl)arjx] + 2, (0izj)xj + xix;(0xy) = dyxjxy + Ojiwiwy + 0025 = (d+2)x - x
d) 0;/z;z; = Qx/ﬁ Oi(xjx;) = ﬁ(éﬂ% + 6j15) = \/:;TJ

Anmerkung

Oi(zjz;) = 0; ijmj Z@xjx] (8 zj)xj + x;(0;x;)]

(Die Relhenfolge (Summe und Ableitung) ist austauschbar)

Di/TiTj = 0; /Z(l’ﬂj) # Zan/xjxj =>_,10iv/T5) i + /T (0i/T5))]

(Die Reihenfolge (Summe und Ableitung) ist nicht austauschbar)
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[0'1,0'3} — 0103 — 0301 = —2i0’2.

f) [A,[B,A]] = A[B,A] — [B,AJA = A(BA — AB) — (BA — AB)A = ABA — AAB — BAA + ABA =
2ABA — A’B — BA?

3.2 Levi-Civita-Symbol

a) EijkQiQj = EmkAAm = EjikAjA; = —E4jkAj0; = —EijkA;Q5 — 2 X Eijka;Q5 = 0.

Zuerst wurden die Indizes einfach umbenannt, dann die Relation aus Aufgabe b) verwendet, und a;a; = a;a;
vertauscht, da die Reihenfolge von Zahlen egal ist. Zum Schluss wurde auf beiden Seiten €;;,a;a; addiert.
Alternative Losung :

Eijhily = D 2k 2aj(k) Cish @ity = Di(£] k) 2uj(£isk) Eijh@it

= Tih) Djeio) GRG0+ D D Eigaia
i(#k) j>i(F#k)
%/_/ .
> Y,5i=2; Xi<;: Anderung in der Reihenfolge der Doppelsumme
= Zi(#k) Zj<i(;£k) €ijkiQj + Z Z Eijk Qi
J(#k) i<j(Fk)

Austausch der indexe zwischen ¢ und j
= Doi(tk) 2uj<i(h) Eiik Qi) T 2oiy Dojci(rr) EGik i
= D i(k) Do j<i(th) Sk Qi) = D2k Duj<i(k) Cigk@j @i =0

b) Es gilt: @ - b= a;b;, und (d x b = €;,a;b,. Weiters: \Ei|2 =q-d.
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(é’- b)2 +|a@ x 5\2 = (Ei- 5) (EL’- (_)') + (d’ X 5) . (d' X g) = a;b;a;bj + €;j5a;bpEimaibm

1



= aibiajbj+(5jl§km — §jm5kl) ajbk.albm: aib,;ajbj+ajajbkbkfajbkakbj = ajajbkbk = (a . 6) (5 g) = |Cf|2‘g|2

3.3 Spektraltheorem

a) Matrixdarstellung des linearen Operators A in der Basis {e1,eq}:

all (112 (113

al;j =e'Ae; > A =ea'jel =E| a?1 a?y a’s |E"'=EARE~!

a31 CL32 a33
Basistransformation : ) . .
‘ 'y e [
fi=eifl, = (fi fr)=(e1 e) 21 A 3 oder F = EF,
Py Py P
A o £l AL Rt S ol
fr=fl=f'e - ( ) > =| £ £ £ ( 5 > oder F*7 = FLTE*T (F* = E*F%)
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(wobei F*T =F~ 1 E*T =E~!' und Fi7 =F;".)

a1 a3

A= EAEEil = FFElAEFEFfl = FAFF71 — CL/21 (1/23 =Ap = FElAEFE
a1 a3

N a/ij — fkiaklf‘lj

Alternative Losung : a*; = f*'Af; = fkiekAelflj = fkiaklflj

b)fy-fo=0, f5-f3=0, f5-f; =0. — B’ ist eine orthogonale Basis.

fl = cfl — fify = |fi|? =4c =1 — 1 = (1/4)f]. In gleicher Weise f? = (1/4)f] £3 = (1/2)f].
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OFp=| —v2 v2 0 |wmdFz'=31( 1 V2 1
1 11 -2 0 2
3 1 0 1 —1/V/2 1
Ap=FpArF'=| -3v2 V2 0 |F;'=| -1/v2 2 —-1/v2

3 1 0 1 —1/V2 1
d) Definition : (Orthogonaler) Projektor auf einem Vektor x — Py = oc
Projektor : P; = ‘f#fifiT = A fif' = f;f’ (Ohne Summe iiber i)

x|
Anmerkung : Der Operator f;f* ist ein Transformationsoperator (z.B. x = . f;(f'x)). Fiir nicht-orthogonale
Basis ist der Operator (oder der (allgemeinen) Projektor) nicht gleich als der orthogonalen Projektor P; =

1 el
|f7~,\2flfi .

—= O

3 0
e) A=FArF!=F| 0 0 | F~! =3ff! + 1fof2 + 0f3£3 = 3P, + 1Py + 0P3
0 00
Eigenwerte : {A1, A2, A3} = {3,1,0}.
Anmerkung : Das Spektraltheorem gilt fiir selbstadjungierte Operatoren, deren Eigenbasis orthogonal ist.
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