Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

4. Tutorium - Ldsungen 13.11.2015

e ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunéchst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

4.1 Multiple Choice Fragen
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b) det (A"'BAB~') = (detA ') (detB) (detA) (detB~') = (detA) " (detB) (detA) (detB) ™' =1
¢) Spur (AT + B) = Spur (A”) 4 Spur (B) = Spur (A) + Spur (B) = 8

d) Spur ((A~'B)7!B) = Spur (B~'AB) = Spur (BB7'A) = Spur (A) =2

e) Die Matrixdarstellung des Projektors in der Basis {e; ® f1,e; @ f3,e2 @ f1,e2 @ f5}:
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4.2 Kommutator

a) Wenn [A, [A,B]] = 0, A[A,B] = [A,BJA. — A2[A,B] = A|[A,BJA = [A,BJA2 — --- — A"[A,B] =
A" A,BJA = A" 2[A,BJA2=... = [A, B}A”
A[AvB] = Zn %AR[A’B} = [AvB] Zn n!An [A, B]eA
b) C(t) = eAteB?
%C(t) = AcAteBt | cAIBeBt — AeAteBt eATBe At pAt Bt (A + B(t)) C(t)
=B(t)

Anmerkung: GeAt = £ 3570 LA =300 A" Gt = &AO%tOJFZn LA =30 (n— 1)'Antn =
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Fiir n > 1, & B(t) = £ [A,B] =0
— B(t) =B+ [A Jt.
d) HCt) = (A +B(1))C(t) = (A+B+[AB])C()
— C(t) =C(t = O)e Xp (At+Bt—|— (A, B]t2) = exp (At + Bt + 3[A, B]t?)
Fiir t = 1, C(1) = e®eB = (A+B+ [A,B])



4.3 Satz von Cayley-Hamilton

a) p(/\) = det ()\I — A) = Ei]‘k()\(sli — ali)()\égj — agj)()\é% — agk) = Eijk61i62j53k)\3

—Eijk (011‘523'5% + 51ia2j53k + 61i52ja3k) A2+ Eijk (aliagﬁgk + 51ia2ja3k + a1i52ja3k) A— 5ijka1ia2j63k

=X — (a11 + ag2 + az3) A + (a11022 — a12a21 + azzas3 — azzasz + ai1ass — ayzaz )\ — detA

= AN — (@11 +az2 +az3)\* + 3 (asiaj; — aija;i) A — det A = AP — Spur(A)N* + 5 (Spur(A)? — Spur(A?))\ — det A

Anmerkung:

Spur(A)? = ajaj; = (a11+a22+ass)(a11+a+ass) = aj1ai11+aaa+aszass+2a11a22+2a20a33+ 2aszar,
Spur(A?) = aijaj; = G;101; + Qi2a2; + a;3a3; = (a11a11 + arpaz1 + a13as1) + (azi1a12 + ageaze + azzaszz) +
(a31013 + a32a23 + a33a33) = a11G11 + G22G22 + a33a33 + 2012G21 + 2423032 + 213031
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Anmerkung 1: p(A) # det(AI — A). Die richtige Ersetzung von A durch A ist p(A) = det(A®I—-1I® A)
wobei z.B. A ®1 eine Blockdiagonalmatrix mit A als den diagonalen Blockmatrizen ist. Die Determinate ist
eine partielle Determinante iiber der 2 Matrix im Tensorprodukt.

Anmerkung 2: Der Satz von Cayley-Hamilton, p(A) = 0, gilt fiir (beliebige) n x n Matrizen.

B ist die Matrix, die die Bedingung B(AI — A) = det(AI — A)I = p(M)I erfiillt. (Diese Matrix B heifit
“adjunkte Matrix”.) Weil p()) das characteristische Polynom vom Grad n (p(A\) = > ¢;A") ist, ist B eine
Funktion von A und hat die Polynomform vom Grad n — 1 (B = B(\) = Y1/ A'B;).

pMI=BAI—A) =37 F NB(M - A) = Y2 (A F'B; — X'B,A)

=BoA + Y7 X(Bii1 — B;A) + \"B,,_,

Vergelich mit p(A\) = Y7, c; A%

col = —BgA, I=B,_1 —B;A (0 <1 < Tl), cpnI=B,_1

— ol = 7B0A7 CiAi = Bi_lAi — B“Aile (O < < TL), cp, A" =B,,_1A"

— p(A) = Z?:O CiAi = —B()A + (BoAl — B1A2) + (B1A2 — B2A3) + e+ (Bn,QAnil — anlAn) +
B,1A" =0

¢) p(A) = A3 — Spur(A)A? + £ (Spur(A)? — Spur(A?))A — det(A)I =0
— A? — Spur(A)A + 3(Spur(A)? — Spur(A?))I — det(A)A~ =0
— A7l = - [A? — Spur(A)A + £ (Spur(A)? — Spur(A?))I]

det(A)
111 3.2 2
dA=|1 01| —-A%=|2 2 1 |unddet(A)=2-1=1
110 2 1 2
3.2 2 111 100 -1 1 1
A'l=(221|-(101|+350=7{ 01 0= 1 -1 0
2 1 2 110 00 1 1 0 -1



