
Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

5. Tutorium - Lösungen 20.11.2015

• ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zunächst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Lösungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

5.1 Multiple Choice Fragen

a) rotL = rot(r × p) → εijkεklm∂jxlpm = (δilδjm − δimδjl)∂jxlpm = ∂jxipj − ∂jxjpi = δjipj − δjjpi =
−2pi → −2p

b) divL → ∂iLi = ∂iεijkxjpk = εijkδijpk = εiikpk = 0

c) div (r×L) → ∂iεijkxjLk = εijkδijLk+εijkxj∂iLk = εijkxj∂iεklmxlpm = εijkxjεklmδilpm = εijkεkimxjpm
= (δiiδjm − δimδji)xjpm = 3xjxj − xipi = 2xipi → 2r · p
d) grad (r · L) → ∂ixjLj = δijLj + xj∂iLj = Li + xj∂iLj = Li + xjεjilpl = Li + εjilplxj → L+ p× r = 0

e) w =

(
(a/b)x+ y

bx

)

, div(w) = a/b
∫

F
divwdf = (a/b)

∫

V
df = (a/b)πab = πa2

f) Parametrisierung entlang der Ellipse: r =

(
a cos t
b sin t

)

, ds = dr
dt dt =

(
−a sin t
b cos t

)

dt

∫

C
w · ds =

∫ 2π

0

(
(a2/b) cos t+ b sin t

ab cos t

)

·
(

−a sin t
b cos t

)

dt =
∫ 2π

0

(

−a3

b cos t sin t− ab sin2 t+ ab2 cos2 t
)

dt

=
∫ 2π

0

(

−a3

2b sin(2t)− ab 1−cos(2t)
2 + ab2 1+cos(2t)

2

)

dt = −πab+ πab2

5.2 Reziprokes Gitter und metrischer Tensor

Basisvektoren : {x̂, ŷ, ẑ} (Für orthonormale Basisvektoren {x̂∗, ŷ∗, ẑ∗} = {x̂, ŷ, ẑ})
fcc : a1 = L

2 (ŷ + ẑ), a2 = L
2 (ẑ+ x̂), a3 = L

2 (x̂+ ŷ)

a) Für die dualen Basis, z.B., ist a1 orthogonal zur originalen Basisvektoren a2 und a3. Deshalb ist a1

proportional zu a2 × a3.

Allgemein gilt ai = cεijkaj × ak = εijk
aj×ak

ai·(aj×ak)
= εijk

1
V aj × ak (ohne Summe über j und k)

Der Normierungsfaktor c = 1/V wurde durch ai · ai = 1 bestimmt. (wobei das Volumen der primitiven
Einheitszelle: V = ai · (aj × ak) = L3/4)

a1 = 1
L (−x̂+ ŷ + ẑ) , a2 = 1

L (x̂− ŷ + ẑ) und a3 = 1
L (x̂+ ŷ − ẑ)

Das reziproke Gitter des fcc-Gitters ist das bcc-Kristallgitter (und vice versa).

b) Metrische Tensoren:
(
gij

)
=

(
ai · aj

)
= 1

L2





3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3



 , (gij) = (ai · aj) = L2

4





2 1 1
1 2 1
1 1 2





(gijgjk) =
1
L2





3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3



 L2

4





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 = 1
4





4 0 0
0 4 0
0 0 4



 = I

c) det(gij) =
L6

64 (8 + 1 + 1− (2 + 2 + 2)) = L6

16 = V 2, det(gij) = 1
L6 (27− 1− 1− (3 + 3 + 3)) = 16

L6 = 1
V 2

Anmerkung : Das reziprokes Gitter wird in der Kristallographie verwendet. Z.B. Die Welle, exp(2πikn · r)
mit kn = n1a

1 + n2a
2 + n3a

3, hat die gleiche Periodizität als das originale Gitter (nj : ganze Zahl). Das
heißt, dass bei den Gitterpunkten rm = m1a1 +m2a2 +m3a3 (mj : ganze Zahl) die Welle immer 1 ergibt,
exp(2πikn · rm) = exp(2πi(n1m

1 + n2m
2 + n3m

3)) = 1.
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5.3 Semiparabolische Koordinaten

a) x = xiei mit e1 = x̂, e2 = ŷ und e3 = ẑ.
Infinitesimale Änderung von x: x+ dx = x+ dxiei.
Lokale Basistransformation (linearisierte Basistransformation für die infinitesimalen Änderung):

x+ dx = x+ dxiei = x+ ∂xi

∂x′j dx
′jei ≡ x+ dx′je′j . (mit e′j =

∂xi

∂x′j ei)

Semiparabolische Koordinaten: x′1 = ξ, x′2 = η, x′3 = φ
Transformation zwischen Kartesischen Koordinaten und semiparabolischen Koordinaten:

x1 = ξη cosφ, x2 = ξη sinφ und x3 = (ξ2 − η2)/2.

e′1 = ∂x1

∂x′1 e1 +
∂x2

∂x′1 e2 +
∂x3

∂x′1 e3 = η cosφ e1 + η sinφ e2 + ξ e3

e′2 = ∂x1

∂x′2 e1 +
∂x2

∂x′2 e2 +
∂x3

∂x′2 e3 = ξ cosφ e1 + ξ sinφ e2 − η e3

e′3 = ∂x1

∂x′3 e1 +
∂x2

∂x′3 e2 +
∂x3

∂x′3 e3 = −ξη sinφ e1 + ξη cosφ e2

b) gij = e′i · e′j =





ξ2 + η2 0 0
0 ξ2 + η2 0
0 0 ξ2η2





c) dxi =
(

∂x1

∂x′j

)

dx′j

ds =
√
dxidxi =

√

dx′idx′

i =
√

gijdx′idx′j =
√

gjidx′idx′j =
√

(ξ2 + η2)(dξ)2 + (ξ2 + η2)(dη)2 + ξ2η2(dφ)2

d) L =
∫

C

√

(ds)2
∣
∣
∣
η=0,φ=0

=
∫

C

√

ξ2(dξ)2 =
∫ ξb
−ξa

|ξ|dξ = −
∫ 0

−ξa
ξdξ +

∫ ξb
0

ξdξ

= 1
2 (ξ

2
a + ξ2b ) = za + zb (za/b =

1
2ξ

2
a/b)

e) K = 1
2m

dxi

dt
dxi

dt = 1
2m

dxi

dt
dxi

dt = 1
2mvivi → pi =

∂K
∂vi = mvi

K = 1
2m

dxi

dt
dxi

dt = 1
2m

dx′i

dt
dx′

i

dt = 1
2m

dx′i

dt gij
dx′j

dt = 1
2mgijv

ivj

→ p′i =
∂K
∂v′i = 1

2mgijv
j + 1

2m gji
︸︷︷︸

=gij

vj = mgijv
j = mgij

dx′j

dt = m
dx′

i

dt

Anmerkung :
pξ = 1

2m(ξ2 + η2)dξdt = m|x|vξ, pη = 1
2m(ξ2 + η2)dηdt = m|x|vη, pφ = 1

2mξ2η2 dφ
dt = 1

2m(x2 + y2)vφ = Lz

Sie heißen kanonischen Impuls in der semiparabolischen Koordinaten.
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