Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2015W

5. Tutorium - Lésungen 20.11.2015

o ANMERKUNG: Es liegt in der Verantwortung des Einzelnen, sich die Beispiele zuniichst alleine und
ganz ohne Hilfsmittel zu rechnen. Google, Wolfram Alpha, Losungssammlungen, etc. helfen nur kurz-
fristig - leider nicht beim Test!

5.1 Multiple Choice Fragen

a) rot L = rot(r X p) = €ijk€kim05TiPm = (0i10jm — 0im0;1)0T1pm = 0jxip; — 052;p; = 05ip; — 05iDi =
—2p; — —2p

b) divL — 0;L; = 0i€ijix;pr = €ijk0ijPk = €iikPk = 0

c) div (r xL) — Oi€ixx; L = €ijrbij L +€ijuxj0; Ly = €512 0i€kimTiPm = €ijkTjEkimOilPm = €ijkEkimT;Pm
= (0410jm — 0im0ji)Tjpm = 3x;x; — X;ip; = 2x;p; — 2r - P

d) grad (r - L) — @mij = 62‘ij + $j8iLj =L;+ .’EjaiLj =L; + TE5uPL = L; + EjiPIT; — L+pxr=0
e) w= ( (a/bl))ier ), div(w) = a/b

[ divwdf = (a/b) [,, df = (a/b)mab = 7a*

f) Parametrisierung entlang der Ellipse: r = < acost ) , ds= %dt = < —asint ) dt

bsint bcost
_ 2n [ (a%/b)cost + bsint —asint _ 27\'( P 9 2 o )
Jow-ds=[; ( ab cos t | peost ¥ =Jo \—F costsint —absin®t + ab®cos™t ) dt

— UQW (—g—z sin(2t) — abilf(x;s@t) + ab? 71“(;5(%)) dt = —mab + mab?

5.2 Reziprokes Gitter und metrischer Tensor

Basisvektoren : {%X,¥,2} (Fiir orthonormale Basisvektoren {X*,y*,2*} = {X,¥,2})
fec:ay=%(y4+2),a0=2%(2+%),a3=5(%x+9)

a) Fiir die dualen Basis, z.B., ist a! orthogonal zur originalen Basisvektoren a; und az. Deshalb ist al
proportional zu as X ag.

Allgemein gilt a’ = CEijka; X ag = Eijk% ,
Der Normierungsfaktor ¢ = 1/V wurde durch a' - a; = 1 bestimmt. (wobei das Volumen der primitiven
Einheitszelle: V = a; - (a; x a;) = L3/4)

al=1(-%+y9+2),a’=1(X—-9+2) unda’®=L(x+§—2)

Das reziproke Gitter des fcc-Gitters ist das bee-Kristallgitter (und vice versa).

= €ijk%aj X ay (ohne Summe iiber j und k)

3 -1 -1 2 11
b) Metrische Tensoren: (¢¥) = (a’-af) =% | -1 3 =1 |, (gi) = (a;-a;)= LTQ 121
-1 -1 3 1 1 2
3 -1 -1 2 1 1 400
(¢igi)=2| -1 3 -1 |L[ 12 1])=1[040|=1
-1 -1 3 11 2 0 0 4
c) det(gij) = Lr(8+1+1—(2+2+2) =L = V2, det(g¥) = H27T-1-1-(3+3+3) =1 =&

Anmerkung : Das reziprokes Gitter wird in der Kristallographie verwendet. Z.B. Die Welle, exp(2nik,, - r)
mit k,, = nja' + nea? + nga, hat die gleiche Periodizitét als das originale Gitter (n; : ganze Zahl). Das
heifit, dass bei den Gitterpunkten r,, = m'a; + m2as + m3a3 (m’ : ganze Zahl) die Welle immer 1 ergibt,
exp(2mik,, - ryy,) = exp(27mi(nym! + nam? + ngm3)) = 1.



5.3 Semiparabolische Koordinaten

a) x = z'e; mit e; = %, eo = ¥ und e3 = 2.
Infinitesimale Anderung von x: x + dx = x + dz’e;.
Lokale Basistransformation (linearisierte Basistransformation fiir die infinitesimalen Anderung):

X +dx =x +dzrle; = x + 89” 7dz'e; = x + dr'le). (mit €] = g;,] e;)
Semiparabolische Koordinaten: 2/t = ¢, 22 =5, 2/ = ¢
Transformation zwischen Kartesischen Koordinaten und semiparabolischen Koordinaten:

x! —§ncos<b, fnsm(b und 23 = (€2 —n?)/2.
el = ggf,lel + aa;ﬂ ey + ax,l e3 =ncosge; +nsinges + e
e = (?j,Qel + d@ e+ dx293 =¢cosge; +{singes —nes
e = Wel + WeQ + WGB = —{nsinge; +Encosgesy

&2 +n? 0 0
b)gij:eg-eg-z 0 §2+7]2 0
0 0 52772

c) drt = (g;,lj) da'l

ds = \dxidx; = \/dx’idm; = \/gijdx’idx’j = \/gjida:’id:c’j = \/(52 +n2)(d€)? + (€2 4+ n?)(dn)? + £2n2(de)?

O L= Jo JEP| = o VO =[5 lelde = — [° ede+ [ ede

@) =zt (=38

K: dz dx; dx" dz" 1 9,00 OK

— _ R _ i
e) meE G = sm dr T MUV = Pi = Gy = MY
1 dag de; _ 1, da’ide} 1 da’t  da' _ 1 (2%%]
K= smSGr @ = s @ = s 9ii g = 2Mgijv'v )
;0K _ i1 i de’i . da)
= Pl = Gyr = 5mgit) + gm gji v =mgiv? =mg; G =mG

=9ij
Anmerkung :
d d d
pe = 5m(& +0?) G = mix|ve, py = 3m(E +17) G = m|x|vy, ps = smE NP = gm(a® + y*)vy = L.
Sie heiflen kanombchen Impuls in der semlparabohschen Koordinaten.



